La formule des traces pour les revêtements de groupes réductifs 

connexes. IV. 
Distributions invariantes 



Nous établissons la formule des traces invariante à la Arthur pour les revêtements 
adéliques des groupes réductifs connexes sur un corps de nombres, sous l'hypothèse que le 
théorème de Paley- Wiener invariant soit vérifié pour tout sous-groupe de Lévi en les places 
archimédiennes réelles. Cette hypothèse est vérifiée pour les revêtements métaplectiques de 
GL(ro) et ceux de Sp(2n) à deux feuillets, par exemple. La démonstration est basée sur les 
articles antérieurs et sur les idées d'Arthur. Nous donnons également des formes simples de 
la formule des traces lorsque la fonction test satisfait à certaines propriétés de cuspidalité. 
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1 Introduction 

Cet article fait partie d'un programme |201 [2T1 [22] visant à établir la formule des traces 
invariante à la Arthur pour les revêtements des groupes réductifs connexes sur un corps de 
nombres F. Nous le complétons dans cet article sous l'hypothèse technique (l'Hypothèse 13.3,2]) 
que le Théorème de Paley- Wiener invariant soit satisfait en les places archimédiennes réelles. 

Les revêtements interviennent dans des problèmes importants en arithmétique, par exemple 
les formes modulaires à poids demi-entiers [30] . la correspondance métaplectique [T7] de Flicker 
et Kazhdan et les séries de Dirichlet multiples [12] . pour n'en citer que quelque uns. Au vu de 
la puissance de la formule des traces d'Arthur-Selberg pour les groupes réductifs connexes, une 
formule des traces pour les revêtements est très souhaitable. 

Pour commencer, on note A l'anneau d'adèles de F et on considère un F-groupe réductif 
connexe G. Grosso modo, un revêtement de G(Â) à m feuillets est une extension centrale de 
groupes topologiques localement compacts 

1 -> Pm -> G A G (A) -> 1, 
où p m := {z G C x : z m = 1}. 

Afin d'étudier les formes et représentations automorphes de G, il faut imposer d'autres condi- 
tions naturelles sur G, eg. l'existence d'une section G (F) —> G, ce que l'on fixe, et la commu- 
tativité de l'algèbre de Hecke sphérique en presque toute place non-archimédienne. On renvoie 
à [20] pour les détails. De plus, on peut se limiter à l'étude de représentations automorphes 
spécifiques de G, c'est-à-dire les représentations automorphes tt qui satisfont à 7r(e) = e ■ id 
pour tout e € []J m . Pour cela, il suffit de considérer les fonctions test / : G — >• C anti-spécifiques, 
c'est-à-dire celles satisfaisant à f(ex) = e^ 1 f(x) pour tous e G p m , îéG. 

On note C£°--(G l ) l'espace des fonctions anti-spécifiques sur G . Comme dans le cas de 
groupes réductifs connexes, on a déjà la formule des traces dite grossière pour G, de la forme 
suivante 

où G 1 := p _1 (G(A) 1 ), et G(A) 1 est le groupe des éléments x e G (A) tel que \x( x )\ = 1 
pour tout x € Homi?_ grp (G, G m ). La forme linéaire J est une trace convenablement régularisée 
de l'opérateur de convolution par f 1 agissant sur L 2 (G(F)\G 1 ), et les J x (resp. J ) sont des 
objets géométriques (resp. spectraux) indexés par les classes de conjugaison semi-simples dans 
G (F) (resp. données cuspidales automorphes de G). Ces formes linéaires s'appellent souvent 
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"distributions", bien que leur continuité est toujours un problème délicat. De plus, on peut 
raffiner les termes J x , J ; cela conduit aux développements fins géométrique et spectral établis 
dans [20] et [22], respectivement. 

Or J n'est pas une distribution invariante lorsque G n'est pas anisotrope modulo le centre, 
par conséquent la formule des traces grossière n'est pas assez satisfaisante. L'idée d'Arthur est 
de la rendre invariante de la manière suivante. 

1. On déduit de J une distribution sur Gy := p~ 1 (G(Fv)), notée toujours J, où V est un 
ensemble fini de places de F contenant les places ramifiées ou archimédiennes. 

2. Pour tout sous-groupe de Lévi L de G, on choisit un espace convenable de fonctions test 
lisses anti-spécifiques Hi avec une application surjective %i — > IH^. 

3. Trouver une bonne application : H G — > IHg, satisfaisant à des propriétés sous conju- 
gaison qui sont analogues à celles de J x , J , etc. Pour L = G, on doit retrouver — >• IHq. 

4. Définir une distribution I = I G par récurrence de sorte que / est invariante (cela résultera 
des propriétés de (f>~), I se factorise par ITL G , et on a la décomposition 

LeC(M ) 1 

où £(Mq) est l'ensemble des sous-groupes de Lévi contenant un sous-groupe de Lévi 
minimal Mq choisi, et Wq est le groupe de Weyl de L par rapport à Mq. 

5. Les termes avec L = G doivent s'exprimer en termes des objets qui nous intéressent, 
disons les caractères des représentations ou les intégrales orbitales invariantes. 

En fait, on doit aussi appliquer une variante de cette procédure aux distributions dans les 
développements fins, à savoir les intégrales orbitales pondérées et les caractères pondérés. Une 
fois réussie, cette procédure donne des distributions locales invariantes • • ) par lesquelles I 
s'exprime, pour tout M G C{Mq). 

Malgré les difficultés énormes, Arthur parvient à compléter ce programme dans [H [5] d'une 
façon légèrement différente pour les groupes réductifs connexes. Il obtient ainsi la première 
formule des traces invariante générale. Dans un article plus récent [TU], il propose une autre façon 
d'obtenir une formule des traces invariante, visant à la stabilisation. Indiquons une différence 
substantielle entre ces deux approches. Les distributions locales spectrales dans [TUJ sont définies 
à l'aide de fonctions /x de Harish-Chandra, ce qu'Arthur appelle la normalisation canonique dans 
[S] quoique l'on ne normalise rien, tandis que celles dans [HE] dépendent d'un choix de facteurs 
normalisants pour les opérateurs d'entrelacement locaux. 

Revenons aux revêtements. Il s'avère que des modifications non-triviales et parfois assez 
techniques interviennent lorsque l'on envisage d'adapter les formules des traces invariante aux 
revêtements. Heureusement, la plupart des obstacles sont enlevés dans [201 [2T1 I22j . où on a 
obtenu une formule des traces raffinée non-invariante ; on renvoie aux introductions desdites 
références pour une discussion plus approfondie. Dans cet article, on rassemble les briques déjà 
obtenues et énonce une formule des traces invariante. Notre approche est modelée sur [TÏÏJ. Il y 
a cependant quelques différences. Expliquons. 

- Pour nous le Théorème de Paley- Wiener invariant est une hypothèse non-prouvée pour 
les revêtements généraux. 

- Rappelons qu'il y a un isomorphisme canonique de groupes topologiques 

G = G 1 x A G ^ 

où Ag i00 est un sous-groupe fermé central de Gy^. Nos principaux espaces de fonctions 
test sont H—(G, Ag,cx>) et son analogue local H~~(Gv,Ag >0 o), dont les définitions seront 
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données plus loin. On aura aussi besoin de leurs généralisations associées à une donnée 
centrale (A, a), à discuter ci-dessous. 

- Dans [TU], Arthur définit les données centrales de la forme (Z, £) où Z est un tore central 
induit dans G et £ est un caractère automorphe de Z(A). Cette complication est due à 
l'endoscopie. Pour les revêtements, on ne voit pas encore le besoin de telles constructions. 
Par contre, notre version de donnée centrale sera une paire (A, a) où A C Aq^oo est un 
sous-groupe de Lie connexe, isomorphe ànC par l'application H Q de Harish-Chandra. 
On s'intéresse finalement au cas A = Ag i00 i ce qui correspond pour l'essentiel au choix 
Z = {1} au sens de [TU]. Or les autres données centrales sont aussi nécessaires pour la 
démonstration. 

- Dans [5], Arthur complète sa construction des distributions invariantes locales à l'aide 
d'un argument global. Dans notre cadre, l'argument global paraît problématique mais on 
peut l'achever de façon locale. Plus précisément, notre démonstration reposera sur une 
généralisation du "Théorème 0" de Kazhdan [211 Corollaire 5.8.9], un sous-produit de la 
formule des traces locale invariante pour les revêtements. 

- Enfin, nous essayons de réconcilier les choix différents de fonctions test pour les formules 
des traces invariantes dans [H [5] et [TÏÏJ. La transition est formelle pourvu que le formalisme 
de données centrales et de leurs espaces de fonctions associés soit mis en place, ce que 
nous ferons soigneusement dans 

Donnons quelques remarques sur le Théorème de Paley- Wiener (l'Hypothèse 13.372]) . Nous le 
mettons comme une hypothèse en les places réelles. Le cas des groupes réductifs connexes est 
résolu dans [144115] mais l'auteur ne sait pas comment traiter le cas de revêtements. Néanmoins, 
c'est possible de vérifier cette hypothèse dans certains cas (voir £ )3.4p . par exemple le revêtement 
métaplectique de Weil de Sp(2ra, R) ou les revêtements de GL(n, R). En particulier, notre résultat 
justifie les travaux de Mezo [2U [53] sur la correspondance métaplectique. 

Le choix de l'espace de fonctions test est une affaire formelle, cependant il mérite quelques 
remarques. Il y en a au moins quatre candidats. 

A. L'espace %--{Gy) des fonctions dans C£°(Gy) qui sont anti-spécifiques et Ky-Hmes sous 
la translation bilatérale par un sous-groupe compact maximal Ky de Gy en bonne position 
relativement à Mq. C'est le choix fait dans [HE], et aussi dans [TU] pour le cas Z = {1}. 
En fait, Arthur définit des distributions en choisissant des fonctions /* G %—{Gy) dont 
la restriction à G v est égale à une fonction donnée f 1 G 7i--(G v ), ensuite il construit des 
distributions en /* et montre qu'elles ne dépendent que de Z 1 . 

B. L'espace H--(Gy, Aq^oo) des fonctions dans C%°(Gy/AG t00 ) qui sont anti-spécifiques et 
Ky-Rnies. Cet espace s'identifie visiblement à H--(Gy) par restriction. Toutefois nous 
préférons le point de vue ^4c j00 -équivariant dans cet article car il se conforme mieux aux 
conventions adoptées dans le cas tordu [TU] . 

C. L'espace H--(Gy). Intégration le long de Ag <0 o donne une application surjective H--(Gy) — > 
H— (Gv,Ag,oo)i notée / h-> / . Si l'on a défini la distribution invariante I de H--(Gy, Ag jQO ), 
alors on peut en déduire une distribution de H~(Gy) par la formule /(/) = /(Z 1 ). C'est 
la distribution que l'on obtient si l'on part de l'action sur L 2 (G(F)Aa,oo\G) des éléments 
de C^—(G) au lieu de C^°--(G/Ag )00 ). Cet espace est aussi utilisé dans [TU] et c'est le plus 
commode à manipuler dans les démonstrations. 

D. Dans les démonstrations, on aura aussi besoin de passer à un espace % ac ,— (Gy) de fonc- 
tions test anti-spécifiques "à support presque compact", abrégé par "ac" en omettant 
l'accent grave. Il contient tous les espaces ci-dessus. 

On obtient les variantes des espaces ci-dessus en remplaçant Aq : oo par A qui fait partie 
d'une donnée centrale générale (A, a). Le cas A = {1} donne T~L--(Gy) et % ac ,--(G'). En principe, 
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toute propriété des espaces de fonctions test peut se réduire au cas A = {1} ; en particulier, les 
propriétés de l'application cruciale (jr~ se déduit de celles de son avatar 4 1 m associe a la donnée 
centrale A = {1}. Le Théorème de Paley- Wiener invariant intervient dans la description de 
l'espace I'H~~[Gy). 

La formule des traces invariante est donnée dans le Théorème 16.1.11 C'est de la forme 



irréductibles unitaires spécifiques de M v dont le caractère central est trivial sur Aj^ t00 , qui est 
muni d'une mesure ; on renvoie à la Définition 15 . 5 . 1 1 et la Remarque 15.5.21 pour les détails tech- 
niques sur cette mesure. Le côté géométrique est une somme absolument convergente tandis que 
le côté spectral est regardé comme une intégrale itérée. On renvoie à la Remarque 15.3.31 pour 
une discussion sur le paramètre gênant t. 

En pratique, on utilise souvent les formes simples de ladite formule des traces données dans 
le Théorème 16.3.21 pourvu que la fonction test f 1 satisfasse à certaines conditions de cuspidalité 
(voir la Définition I6.3.ip . 

Enfin, indiquons que la formule des traces invariante est une étape intermédiaire mais 
nécessaire pour la formule des traces stable, si l'on est ambitieux d'envisager la stabilisa- 
tion complète pour les revêtements. Il paraît que le cas où G = Sp(2n) est le revêtement 
métaplectique de Weil de G = Sp(2n) est abordable. 

Organisation de cet article Dans on récapitule les conventions et notations essentielles. 
On définit aussi les principaux espaces de fonctions test qui suffissent pour énoncer la formule des 
traces invariante. Une étude plus approfondie de ces espaces fait l'objet de la section suivante. 

Le $3] est consacré à l'étude des espaces de fonctions test plus généraux ainsi que leur espace 
de Paley- Wiener. On énonce l'Hypothèse 13.3.21 et on établit la liaison entre les espaces associés 
à des données centrales différentes. Dans §3.41 on vérifie l'Hypothèse 13.3.21 dans certains cas 
spéciaux. 

Dans §H on définit tout d'abord les intégrales orbitales pondérées et les caractères pondérés 
unitaires qui sont canoniquement normalisés. Malgré l'importance des caractères pondérés non- 
unitaires, ils n'apparaissent pas dans cet article. L'application mentionnée plus haut 



est définie par caractères pondérés tempérés. Observons que les espaces à l'indice "ac" n'appa- 
raissent pas ici. Ces ingrédients permettront de démarrer la machine d'Arthur, et nous four- 
nissent des distributions invariantes locales 



pour toute donnée centrale (^4, a). On établit leurs existence et propriétés de façon purement 



Les deux sections $3] et ÊjH concernent la théorie locale. En particulier, l'ensemble fini V de 
places n'est sujet qu'à la condition d'adhérence (la Définition 13. 1 . 1 j) . 





4 : H-(G V ,A G700 ) -> m-(L v ,A Lt00 ) 



^(■■■):in-(G v ,A)^C 



locale. 
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Dans 551 on effectue la "compression" faite dans [10, §§2-3] pour les développements fins, 
afin d'absorber tout renseignement global aux coefficients a M (• • • ). Cette procédure introduit 
des intégrales orbitales pondérées non ramifiées r^(k) dans les coefficients géométriques, et des 
facteurs r^(c) provenant de facteurs normalisants non ramifiés dans le coefficients spectraux. 
On s'attend à ce que rj^(c) s'exprime en termes de fonctions L partielles et facteurs e, mais 
cette interprétation n'est pas nécessaire pour cet article. 

Dans les résultats des deux sections précédentes sont combinées et la formule des traces in- 
variante (le Théorème 16. l.ip en découle doucement. On donne également les variantes Théorème 
16.2. Il et [6.2.3l pour différents usages de fonctions test. A la fin, on donne les formes simples de la 
formule des traces, en supposant que la fonction test est cuspidale en une ou deux places. C'est 
une paraphrase simple de [5j §7]. 

Remerciements L'auteur tient à remercier Jean-Loup Waldspurger pour sa lecture d'une 
version antérieure de ce texte. Il remercie également Hùng Manh Bùi et Paul Mezo pour des 
discussions utiles. 

2 Préliminaires 

2.1 Revêtements 

Nous adoptons systématiquement le formalisme dans [20]. Pour la commodité du lecteur, 
rappelons brièvement les définitions concernant les revêtements. 

Soient m G Z>i, F un corps de nombres et A = A^ son anneau d'adèles. Soit G un F-groupe 
réductif connexe. Le centre de G est noté par Zq. On considère un revêtement adélique à m 
feuillets de G au sens de [20], qui est une extension centrale de groupes localement compacts 

(1) 1 -> Pm -> G A G (A) -»• 1, 

où := {z € C x : z m = 1}. 

A chaque ensemble fini V de places de F, on note Fy := Y\ veV F v et on en déduit une 
extension centrale 

1 -> Prn -> G v ^ G{F V ) -»• 1 

qui est la tirée-en-arrière de (P) par G(Fy) G (A). On l'appelle un revêtement local. Lorsque 
V = {v}, on écrit tout simplement G v G{F V ). De la même façon, on définit p v : G v —ï 
G(F V ) où F v := U! v tgF v . 

Les éléments dans G sont affectés d'un ~, eg. x ; leur image dans G(A) est notée x, etc. 

Rappelons qu'un revêtement adélique est muni des structures suivantes [201 §3.3]. 

- Un ensemble fini V TSlim = V TSura (G) de places de V contenant toutes les places archimédiennes. 

- Un modèle lisse et connexe de G sur l'anneau des U ram -entiers dans F. 

- Pour toute v ^ V'ram, on pose K v := G(o v ) et il existe un scindage s v : K v G v , ce que 
l'on fixe. On suppose que (p^, K v , s v ) est un revêtement non ramifié au sens de J2ÏÏJ §3.1]. 
On exige que {s v )v^v^ m '■ EL^Viam G induise un homomorphisme continu K v <-ï G. 

- Il existe un scindage i : G (F) — > G de p, ce que l'on fixe. 

- Les éléments unipotents de G (A) se relèvent de façon canonique à G. Cela induit un 
scindage U(A) — » G pour tout radical unipotent d'un sous-groupe parabolique de G. 
Idem pour les revêtements locaux. Cf. [201 §2-2]. 

On choisit de plus un sous-groupe de Levi minimal Mq de G, un sous-groupe compact 
maximal K = Y\ v K v de G (A) en bonne position relativement à Mq, et on suppose que pour tout 
v U ram , K v est le sous-groupe hyperspécial dans la donnée du revêtement non ramifié ci-dessus, 
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ce qui est toujours possible quitte à agrandir V iam . On pose K v := p~ l {K v ), K := p _1 (.K~). Si 
M G C(Mq), alors K M := K n M (A) satisfait encore à ces propriétés avec M au lieu de G. Les 
données pour un revêtement adélique sont donc héritées par les sous-groupes de Lévi contenant 

A proprement parler, G n'est pas le produit restreint des composantes locales G v par rapport 
à {K v : v $l U ram }, mais seulement un quotient de ce produit restreint. Pour / G C£°(G), on 
écrira / = Y[ v fv avec f v G C^°(G V ) si la tirée-en-arrière de / à nl^f admet cette factorisation. 
De même, on peut parler des factorisations tt = (£)' v tt v de représentations irréductibles de G. 

Une représentation tt de G est dite spécifique si 7r(e) = s ■ id pour tout s G p m - Une 
fonction / sur G est dite anti-spécifique si f(ex) = e~ l f{x) pour tout e G p m . On définit 
la notion des distributions spécifiques de façon usuelle, de sorte qu'elle englobe les caractères 
de représentations spécifiques. Les espaces des objets spécifiques (resp. anti-spécifiques) sont 
affectés d'un sous-script — (resp. — ), eg. C C) --(G). Les mêmes conventions s'appliquent aux 
sous-ensembles de G stables par p m . 

Nos notations pour les systèmes de racines, sous-groupes paraboliques, (G, M)-familles etc., 
sont celles d'Arthur. Cf. [201 §2.3, §4]. Par exemple, soit M un sous-groupe de Lévi de G 
contenant Mq, on a les R-espaces ûm, &m, etc. Rappelons la définition de au ■ 

a M := Hom z (Hom F _ grp (M,G m ),E). 

On a un scindage canonique Um = a^i ® a G- D'autre part, pour x G M(A), l'homomorphisme 
X *->■ log \x( x )\ de Hom^(M, G m ) sur M induit un homomorphisme Hm : M (A) — > om> ce que 
l'on appelle l'application d'Harish-Chandra. Soit P un sous-groupe parabolique de G admettant 
M comme une composante de Lévi. La décomposition d'Iwasawa G (A) = P(A)K et l'application 
quotient P -» M permettent de bien définir Hp : G{A) — > om- En composant avec p, on obtient 
H p :P^ a M - 

Les duaux linéaires de om, etc. sont affectés de l'exposant * et les complexifiés sont affectés 
du sous-script C. On définit les ensembles finis suivant. 

C (M) := {sous-groupes de Lévi de G contenant M}, 

V G {M) := {sous- groupes paraboliques ayant M comme une composante de Lévi}, 
F G (M) := {sous- groupes paraboliques contenant M}, 
Wq := le groupe de Weyl de G par rapport à Mo, 
W G (M) := {w G W G : wMw" 1 = M}/W M , 
W G g (M) := {w G W G (M) : det(u> - l\a%) + 0}. 

Lorsqu'il n'y a pas de confusion à craindre sur G, on supprime l'exposant G. 

Pour tout P G J-(Mq), on désigne son opposé relativement à Mq par P. La décomposition 
de Lévi de P est écrite comme P = MU. On note Ep C a* M l'ensemble des racines positives 
associé ; son sous-ensemble des racines réduites est noté Sp d . Les coracines sont désignées par 
a v , etc. 

Il y a aussi une recette pour choisir les mesures de Haar : voir [20^ §2.5]. 



2.2 Fonctions test 

On pose G 1 := Ker(iîg) = p~ 1 (G(A) 1 ), où Hq '■= Hg ° P est l'application d'Harish- 
Chandra. Alors G 1 D K. 
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Plus généralement, étant donnés V un ensemble de places de F, et un sous-ensemble E C da, 
on pose 

(2) Gy := {x G Gy : H à (x) G E}. 

Voici une ambiguïté potentielle : lorsque E = {0}, on retrouve G v . 

Supposons désormais que V D V Tajn - On note := Hyioo^- On a aussi défini un sous- 
groupe central ferme A G qq C G(Foo) tel que G(A) 1 x A GtOQ = G (A), et H G induit un îso- 
morphisme A GjOQ — > a G en tant que groupes de Lie. Donc A GjO0 se relève canoniquement à un 
sous-groupe de G, qui est aussi central. Par conséquent 

(3) G = G 1 x A Gi00 , 

(4) G v = G v x A G!00 . 

Si M est un sous-groupe de Lévi de G, alors ^g,oo ^ ^.M.oo de façon compatible avec a G ^ Om- 
Inspiré par [10], nous adoptons les conventions suivantes 

- une fonction sur G est écrite comme / ; 

- une fonction sur G 1 ou sur G/A Gy00 est écrite comme f 1 ; 

- une fonction sur Gy est écrite comme / ; 

- une fonction sur Gy ou sur Gy/A GjOQ est écrite comme f 1 ; 

Soient z G G, f une fonction sur G. On note f z la fonction translatée / z :ï4 f(zx) sur G. 
Cette convention s'applique également au cas local. 



Le cas global Suivant Arthur, on prend les espaces de Hecke 

/ H--{G) := {/ G C^°--(G) : i'T-fini par translation à gauche et à droite}, 
-H- (G 1 ) := {f 1 G C?~{G y ) : K-fini par translation à gauche et à droite}. 

On a l'application de restriction %--{G) — > %-^G 1 ) qui est surjective. Tel est le point de vue 
adopté dans [201 [211 122] ou nous considérons effectivement des distributions sur G . Dans cet 
article, nous préférons de travailler avec l'espace 

%-- (G,Ao,oo) '■= {f 1 ^ C^- - (G I 'Aq, oo) : K-Sm par translation à gauche et à droite}. 

On dispose d'une application surjective 

(5) %--{G) — >T-L-(G,A G ,oo), 



(6) 



/ 



/*(•):= J h 



i dz 



Remarquons que H--(G) est une algèbre et H--(G, A GjOQ ) est un %--(G)-bimodule par rap- 
port au produit convolution. 

Adoptons la convention suivante dans cet article. Soit J une distribution spécifique sur G 1 , 
c'est-à-dire une forme linéaire %-- (G 1 ) — > C. Elle s'identifie à une forme linéaire 1-L--(G, ^4g,oo) — > 
C par ([3]). On en déduit une forme linéaire de 7i--(G), notée toujours J, caractérisée par la for- 
mule 

(7) j(/) = j(/ 1 ), feU~(G) 

à travers de l'application / H> f 1 ci-dessus. 



S 



Le cas local Supposons que y D V^. On peut toujours définir les espaces %~~(Gy\ H~~(Gy, Aq^). 
Comme dans le cas précédent, H--(Gy) est une algèbre et 7i—(Gy, ^g,oo) est un H—(Gy)- 
bimodule pour le produit convolution. On dispose d'une application %--{Gy) — > T-L--(Gy, Ag,oo) 
définie par 



(8) 



fz(-)àz 



De même, la convention (|7|) concernant les distributions spécifiques s'y applique. 

Soit J : U~(G V , Ag,oo) C une distribution spécifique. Par la même recette, on en déduit 
une distribution J : H~-(Gy) — » C caractérisée par J(f) = Jif 1 )- 

On reviendra aux espaces de fonctions test dans un cadre plus général dans 



2.3 Distributions géométriques et spectrales 

On fixe un ensemble fini V des places de F. Dans cette sous-section, on va fixer des ensembles 
qui serviront à indexer les termes dans la formule des traces invariante. 

Dans ce qui suit, une distribution spécifique sur Gy signifie une forme linéaire de H--(Gy). 
Lorsque V D Voo, une distribution spécifique j4G j00 -équivariante signifie une forme linéaire de 
H--(Gy, Ag,oo)- Les deux espaces ne sont pas stables sous conjugaison par Gy, donc la définition 
usuelle d'invariance ne marche pas. Or ils sont stables sous convolution par éléments de H--(Gy), 
ce qui justifie la définition suivante. 

Définition 2.3.1. On dit qu'une distribution spécifique D sur Gy est invariante si 

D(f*h)=D(h*f), f,hEH-(Gy). 
Idem pour les distributions -A(j i00 -équivariantes pourvu que V D Voq. 

Base géométrique On note V{Gy) l'espace des distributions spécifiques D sur Gy vérifiant 

- D est invariante ; 

- Supp(-D) est une réunion finie de classes de conjugaison ; 

- si / est nulle sur Supp(D), alors D(f) = 0. 

Rappelons maintenant la notion des bons éléments et des bonnes classes [20^ Définition 
2.6.1]. 

Définition 2.3.2. On dit qu'un élément x G Gy est bon si Zq (x) = p~ l {Z G ^ Fv ^{x)), où 
x := p(x). La bonté de x ne dépend que de la classe de conjugaison de x par G(Fy) ; par 
conséquent, on dit aussi de la bonté d'une classe de conjugaison dans G(Fy) ou dans Gy. 

Ici, l'ensemble V peut être n'importe quel sous-ensemble des places de F. On dispose donc 
de la notion des bons éléments dans le revêtement adélique p : G — » G (A). 

On note T(Gy) l'ensemble des bonnes classes de conjugaison dans Gy. Pour définir les 
intégrales orbitales anti-spécifiques (qui sont des distributions spécifiques), il faut choisir des 
mesures invariantes sur ces classes. Cela conduit au M>o-torseur T(Gy) — > T(Gy). Dans cet 
article, on fixe un relèvement dans T(Gy) pour chaque élément de F(Gy). Par conséquent, on 
regarde T(Gy) comme une base de T>{Gy). 

Remarquons qu'à cause de la dernière condition ci-dessus, V{- ■ ■ ) correspond essentiellement 
à l'ensemble noté T> ^{- ■ ■ ) dans [101 §!]• De même, notre r(- • • ) correspond à r or b(- • • ) dans 
op. cit. 
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Rappelons aussi qu'il y a des sous-ensembles Tunip (Gy) et r ss (GV) D r ies (Gy) des éléments 
unipotents, semi-simples et semi-simples réguliers, respectivement. 

Varions maintenant l'ensemble V . On demande que pour toute décomposition V = V\ U V2, 
les produits tensoriels des éléments dans T{Gv 1 ) et T(Gy 2 ) donnent T(Gy). 

Base spectrale On note J-{Gy) l'espace des distributions spécifiques invariantes sur Gy 
engendré par les caractères des représentations spécifiques admissibles de longueur finie. On en 
fixe une base H-(Gy), disons l'ensemble des classes d'équivalence des représentations spécifiques 
irréductibles admissibles de Gy. 

Comme la base géométrique, U-(Gy) admet une chaîne de sous-ensembles n un i ti _(GV) D 
ntemp,-(GV) correspondant aux représentations unitaires et tempérées, respectivement. 

C'est clair que pour toute décomposition V = V\ U V2, les produits tensoriels des éléments 
dans n_(G yi ) et IÏ_(GV 2 ) donnent IÏ_(GV). 

^G,oo-équivariance Dans ce paragraphe, on suppose que V D Voq. Donc on a Gy = G v x 

Ag,oo- 

On définit les espaces V(Gy, Ag )0 o) et F{Gy , j4g,oo) en considérant les formes linéaires sur 
H--(Gy, Ag,oo)- Pour V(Gy, Ag )0 o), la condition sur Supp(D) devient qu'il est une réunion finie 
de classes de conjugaison modulo Ag,oo- 

Etant fixées les bases T(Gy) et II_(Gy), c'est facile de définir leurs versions équivariantes. 
Définissons d'abord la base T(Gy , Ag i0 o) de V(Gy, Ag :O0 )- On note T(G V ) le sous-ensemble 
de F(Gy) des classes à support dans G v , alors T(G V ) forme une base de T>(Gy, Aq,oo) '■ pour 
tous D G r(G v ) et f 1 G H-(Gv,Ag j00 ), on pose D{f 1 ) := D(f^ b ) où f 1 ^-) = fH^H^)) 
appartient à %--{Gy), et b G C^(o,g) satisfait à 6(0) = 1. C'est bien définini. D'autre part, 
H-(Gy, Ag,oo) s'obtient en prenant les éléments de IL-(Gy) dont le caractère central sous Aq,oo 
est trivial. 

Desiderata On construira dans ^JÏÏ] deux ensembles 

T(M\V) cT(My,A M ,oc), 
lit,- (M 1 , V) C n uniti _(My,^ M ,oo) (t > 0), 

pour tout M G C(Mq), qui servent à indexer les termes intervenant dans la formule des traces 
invariante pour G. L'ensemble IL^ -(M 1 , V) sera muni d'une mesure. 

3 Espaces de Paley-Wiener 

Dans cette section, on fixe un revêtement p : G — > G (A), un ensemble fini V de places 
de F, d'où se déduit le revêtement local Gy — > G(Fy), et un sous-groupe compact maximal 
Ky = \\ v&v K v de Gy. On fixe de plus un sous-groupe de Lévi minimal Mq de G et on suppose 
que Mq est en bonne position relativement à K v , pour tout v G V. On fixe aussi un ensemble 
fini T de représentations irréductibles de Ky (i.e. Ky-types). 

3.1 Fonctions test équivariantes 

La notion suivante est due à Arthur. 

Définition 3.1.1. On dit que V satisfait à la condition d'adhérence si soit V n 7^ 0, soit 
les F v , v G V ont la même caractéristique résiduelle. 
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Supposons désormais que V satisfait à la condition d'adhérence. On pose 

Ag,oo,V '■= Gy l~l Aq,oo, 

a Gy := H G (G(F V )). 

La condition d'adhérence garantit que 

foc, si V n Voo ^0, 

a G,V = < , 

I un reseau dans a G , sinon. 

Lorsque V n Voo ^ 0, la définition de A Gj00 dans [201 §3-4] implique que -ff^ : A Gj00 y — > &g- 

On note ia* G v le dual de Pontryagin de a G y muni de la mesure de Haar duale. Il se réalise 
comme un quotient de ia* G . L'accouplement ia* G v x a G y C x peut donc s'écrire comme e' v ). 
Lorsque V se réduit à {v}, on écrit également a G) p v et ia G p v - 

Définition 3.1.2. Une donnée centrale pour Gy est une paire (A, a) où A C ^4g,oo,v est un 
sous-groupe de Lie connexe, a C a G y, tels que H G : A ^ a. On suppose de plus qu'ils sont 
munis de mesures de Haar compatibles. 

Notre définition entraîne que A = {1} siV <^ V^ = 0. On note 

a 1 - := |A G ia G y : e {K) = 1 sur aj . 

C'est muni de la mesure de Haar duale à celle de a G y / a. On le désignera souvent par ia* G yflti 1 
afin de sous-ligner la référence à G. 

Soit M un sous-groupe de Lévi de G, alors les mêmes notations s'y appliquent et il y a un 
homomorphisme surjectif canonique 

(9) h G : <Xm,V -> a G y, 

d'où l'injection duale ia* G v ia* MV . Remarquons aussi que (A, a) sert comme une donnée 
centrale pour My. 

Soit N G Z>o- Définissons %--{Gy, A)n,v comme l'espace des / G C™.-(Gy/A) telles que 

Supp(/) C {x G G : log ||z|| < iV} • ^4 

(rappelons que || • || est une fonction hauteur choisie) et que les JÏV-types de l'espace engendré 
par / sous la translation bilatérale par Ky sont contenus dans T. Cet espace est muni des 
semi-normes 

||/|b = sup|Z>/(x)| 

x 

où D parcourt l'espace des opérateurs différentiels sur Gyçy^/A. On définit les espaces vectoriels 
topologiques %—{Gy, A)r (resp. %— (Gy, A)) en prenant la lim^ (resp. lim r N ) topologique. On 
revoie à \27\ p. 126 et p. 515] pour la définition précise de lirn des espaces localement convexes. 

Remarque 3.1.3. Du point de vu de l'analyse fonctionnelle, %--{Gy , A) est un espace rai- 
sonnable de fonctions test. Effectivement, on peut montrer que %~~(Gy,A) est un espace LF 
nucléaire et son dual fort est aussi complet et nucléaire. De plus, H--(Gy, A) est réflexif. La 
démonstration est analogue au cas de C£°(Gy/A), cf. [271 Chap. 13 et 51] ou [TU §4]. 
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Proposition 3.1.4. Soient (A, a) et (B,b) des données centrales telles que A C B, alors 
l'application linéaire 

H~(Gv,A)r^H~(Gv,B) r , 

f B (-)= I U-)dz 

B/A 

est continue, surjective et ouverte. 

De plus, cette application est transitive au sens suivant : si A C B C C , alors la composée 
f A ^f B ^ f° est égale à f A (->■ f c . 

Démonstration. C'est une variante de la poussée-en-avant des fonctions test par une submersion. 
La continuité est facile à vérifier sur %--{Gy, A)n,t, pour chaque N. Pour montrer que f A i-> f B 
est surjectif et ouvert, il suffit de construire une section continue H--(Gy, B)r — > H--(Gy, A)-p. 
En effet, on peut fixer un homomorphisme continu pr : Gy — > B tel que pr|# = id#. Alors une 
section est donnée par l'application f B i-> f B -(aopr) avec a € C%°(B/A) tel que § B j A a(z) dz = 
1. Enfin, la transitivité est claire. □ 

Remarque 3.1.5. Si V D Voo et A = Ag,oo = ^G,oo,v, on retrouve l'espace U--(Gy, As*,oo) 
défini dans D'autre part, si A = {1}, on retrouve l'espace de Hecke usuel H--{Gy). De 
plus, on retrouve l'application / h- » f 1 comme un cas spécial de la Proposition 13 . 1 . 41 

Lemme 3.1.6. L'application "H--(Gy,A)T H--(Gy, B)^ est l'application co-invariant pour 
l'action de B/A sur H-{G v ,A) r définie par f A i-> [//(•) := f A (z-)] où z € B/A. 

Démonstration. On a vu dans la Proposition 13.1.41 que H--(Gy,A)r — > 7i--(Gy,B)Y est une 
application quotient d'espaces topologiques vectoriels. Vu les propriétés topologiques dans la 
Remarque 13.1.31 il revient au même de montrer que l'injection 

n-(G v ,By r ^n-(Gy,Ay T 

est l'inclusion des B/A- invariants dans H--(Gy, A)' r , où (• • • )' signifie le dual muni de la topo- 
logie forte. Pour ce faire, on peut reprendre l'argument usuel pour IV. 5, Exemple 1]. □ 

3.2 Espaces de Paley- Wiener équivariants 

Les constructions dans cette sous-section se motivent des théorèmes de Paley- Wiener §3.31 
On fixe toujours V satisfaisant à la condition d'adhérence (la Définition I3.1.1j) et une donnée 
centrale (A, a). On note 

Rumt,-(Gy, A) := {ir € IT un i t) _(GV) : le caractère central de ir est trivial sur ^4}, 
ntemp,-(GV, A) := Tl w x i -(Gy,A) D n tcmPi _(Gy). 

Pour f A G H-(Gy,A) r et vr G n unit _(GV, -4), on définit l'opérateur ir{f A ) := Jq v/a f A (x)ir(x) dx. 
On associe à chaque f A une fonction 4> '■ n te mp,-(GV, A) — » C donnée par 

0(7r)=tr7r(/ A ). 

On obtient ainsi une application linéaire 

4>q : H-~(G v ,A)r -> {fonctions n temp ,-(G v , A) -> C}. 
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Son image est notée IH--(Gy, A)r- H y a pourtant une autre interprétation de (j)ç que nous 
préférons. Etant donné <f> : n temP) _(GV, A) — > C comme ci-dessus, on considère ses coefficients 
de Fourier 

0(vr, Z) := j 4>^x)e- { ^ Z) dA, vr G n temP) _(Gy, A), Z G a G ,y/a. 

a- 

Il vérifie 4>(tt\, Z) = <p(n, Z)e ( ~ X ' Z \ Réciproquement, étant donné 4> : n temPj _(GVï A) x Og,v/& — > 
C tel que ^(ttx, Z) = 4>(tt, Z)e^ X ' Z \ la transformation de Fourier inverse nous permet de retrouve 
(p : n tcmPi _(GV , A) — > C. L'hypothèse est évidemment que À t-¥ </>(7T\) soit à décroissance 
rapide de sorte que la transformée de Fourier est bien définie. Cela sera bien le cas pour <j) G 
I7i--(Gv, A)r et nous le regardons désormais comme une fonction sur IIt emPi _(GV, A) x aoy/a,. 
En fait, on a le résultat suivant. 

Proposition 3.2.1. Soit f G H--(Gy, A)r, alors 

^(/ A )(vr,Z)=tr {ir(f%z + a)) , 
où on a utilisé la notion (J2J) et 

n(f A \ ô z + «)) := f f A (ï)dx. 

G v +a /A 

C'est une conséquence simple de l'inversion de Fourier. On en démontrera une généralisation 
aux caractères pondérés dans la Proposition 14.1.51 

On va considérer les groupes A4 = T\ v£ y M v où M v est un sous-groupe de Lévi de G xp F v , 
pour tout v. On pose a», y := ©„ e y &M V ,F V ; son dual de Pontryagin est noté ia* M y . L'image 
réciproque de Il^ey M V (F V ) dans Gy est notée A4. On a un prolongement canonique a ^ <Xm,V ] 
en effet, il suffit de considérer le cas facile VnVoo ^ 0, car sinon a = {0}. De même, A se plonge 
canoniquement dans A4 comme un sous-groupe central. On dispose toujours de l'application 
Kq : 0-m,v &G,V et son dual, et on définit l'ensemble n temPi _(.M, A) de façon évidente. 

Définition 3.2.2. On définit PW--(GV,vl)r comme l'espace des fonctions 

<j> : Iltemp ,-(G v , A) x a Gy /a -» C 

telles que 

1. 4>(ir x , Z) = (p(ir, Z)e^ x ' z ^ pour tout (ir, Z) et tout A G ia* GV ; 

2. (f>(7T, •) = si 7T ne contient aucun Ky-type dans T ; 

3. pour tout A4 et tout (cr,X) G H temp -(A4, A) x o^.y/a, on pose 

(10) <K<r,X):= J 0(af,/ lG (X))e-< A ' X )dA; 

ia M,V na± 
ia G,V na± 

alors cj)(a, •) est convergente et définit une fonction dans C c °°(axy/o), où est l'induite 
parabolique normalisée à Gy, irréductible pour A en position générale. 
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On laisse au lecteur le soin de formuler la variante où 4> est regardée comme une fonction 

n temPi _(G y ,A) ->c. _ 

On munit PW--(Gy, ^4)r de la topologie induite par la topologie de fonctions test sur 
C£°(a.M,v /a) (celle utilisée par Schwartz lorsque VdVoo ^ 0), à travers des applications 0(cr, •) 
définies dans (fTUj) . En prenant lim r , on obtient l'espace vectoriel topologique PW~~(GV, A). 

Proposition 3.2.3. Soient (A, a) et (B, b) des données centrales telles que A C B, alors 
l 'application linéaire 

PW-(G v ,i)r — ► PW~(G v ,B)t, 

> b (tt,Z) = j (f> B (ir,Z + Y)àY 

b/a 

où (tt,Z) G Htcmp,-{Gv, B) x ac,v/b, est continue, surjective et ouverte. 

De plus, cette application est transitive au sens suivant : si A C B C C , alors la composée 
àA i-4 éP h4 ^ esi éoa/e à <* A i-4 (/> C . 



Démonstration. L'idée de la preuve est analogue à celle de la Proposition 13. 1.41 Nous omettons 
les détails. □ 

Lemme 3.2.4. L'application PW--(Gy , A)-p — > PW--(Gv,E)r est l'application co-invariant 
pour l'action de B/A sur ~PW--(Gy,A)r définie par 

(f>^[(f> z : (vr,Z) h4 cp(iT,Z + X^iz)- 1 ] , (ir,Z) € n tcmPi _(GV, A) x a Gy /a, 

où z € B/A, X := Hq{z) € b/a et cj^ est le caractère central de tt. 

Démonstration. Remarquons que les espaces PW— (Gy, • • • ) satisfont aussi aux propriétés to- 
pologiques dans la Remarque l3.1.3l par les mêmes arguments. La preuve de l'assertion est donc 
analogue à celle du Lemme [3.1.61 □ 



3.3 Hypothèse : théorème de Paley- Wiener invariant 

Conservons les choix de (A, a), T, etc. En admettant la théorie de Harish-Chandra sur 
revêtements, c'est relativement facile de montrer que 4>q induit une application linéaire continue 

<t> ô : H-{Gv,A) v -4 PW~(Gy,A) r ; 

en particulier, H-L--{Gy , A)y C PW--(Gy, A)r- Pour le cas archimédien, la théorie de Harish- 
Chandra s'applique déjà aux revêtements et les arguments sont donnés dans [TU 2.1]. Pour le 
cas non-archimédien, on renvoie à |21l §2]. 

Lemme 3.3.1. Soient (A, a), (B,b) deux données centrales telles que A C B. Alors le dia- 
gramme suivant est commutatif 

H~(G V ,A)-^PW~(G V ,A) 



H-(G v ,B)— T PW-(Gy,B 



où les flèches verticales sont f h4 / et <f> 
pour les actions de B/A définies dans le Lemme \3.1.6\ 3.2.4\ 



4> B , respectivement. Déplus, cj>^, est équivariante 
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Démonstration. Cela résulte aisément de la Proposition 13.2.11 



□ 



L'hypothèse suivante est cruciale pour la formule des traces invariante. Remarquons que le 
cas des groupes réductifs connexes avec A = {1} a été formulé par Arthur dans §11]. 

Hypothèse 3.3.2. Pour tout M G £(M ), on a IH~(M V ,A) = PW--(My, A), et l'application 
(frjÇj est une application linéaire surjective ouverte de H--(My, A)r sur PW--(My, 

Montrons que le cas général se déduit du cas A = {1}. 

Lemme 3.3.3. Soient (A, a), (B,b) deux données centrales telles que Ad B. Si l'Hypothèse 
\3.3.2\ est satisfaite pour A, alors elle l'est pour B. 

Démonstration. Il suffit de considérer le cas M = G. On regarde le diagramme du Lemme 
13.3.11 Les flèches verticales sont surjectives et ouvertes, donc (j>f, est surjective et ouverte si <\A 



En fait, on voit que ^ est l'application déduite de 04 par le foncteur de co-invariants. 
3.4 Exemples 

On a déjà dit qu'il suffit de vérifier l'Hypothèse 13.3.21 pour le cas A = {1}. On se ramène 
facilement au cas où V = {v} est un singleton. 

Notre hypothèse est vérifiée lorsque F v est non-archimédien. En effet, il suffit de reprendre 
les arguments de [TT) puisque leurs techniques s'adaptent au cas de revêtements (voir les expli- 
cations dans [STJ §2]). 

Lorsque F v = C, tout revêtement est linéaire et on se ramène au cas traité par [TU [TS] . 
L'hypothèse est donc vérifiée dans ce cas-là. 

Le cas F v = M est plus délicat car la démonstration du Théorème de Paley- Wiener invariant 
par Clozel et Delorme repose sur certaines propriétés des K- types minimaux [28], qui ne sont 
connues que pour les groupes de Lie réductifs linéaires ou connexes. Néanmoins, cette difficulté 
est évitable pour certains revêtements importants. Donnons-en quelques exemples. Écrivons G 
au lieu de G xp F v pour simplifier les notations. 

I. G est anisotrope modulo le centre. 

Dans ce cas-là, G n'a pas de sous-groupe de Lévi propre et on se ramène à l'analyse 
harmonique du groupe compact G 1 et de de- 

IL G est un tore. 

Cela est un cas particulier du cas précédent. 

III. G — > G(F V ) est un revêtement trivial. 
C'est le cas traité dans [TT1 [TS1 [T5]. 

IV. G = Sp(2n) Sp(2n,M) est le revêtement métaplectique de Weil [30] . 
Normalement cela signifie le revêtement non-trivial à deux feuillets de Sp(2n,R). Ici, 
on l'augmente en un revêtement à huit feuillets comme dans |23j via jj2 *- > Ps, ce 
qui est évidemment loisible. Tout sous-groupe de Lévi admet une décomposition M = 
fjjgj GL(nj) xSp(2n tl ). En fixant un caractère additif non-trivial if) : F — > C x , le revêtement 
p se restreint en 



r 



est. 



□ 



M = Y[GL( ni ,R) x Sp(2n b ) 



(id,P„>) 



* M(R) = JjGL(ni,M) x Sp(2ra b ) 



à l'aide du modèle de Schrôdinger [23J §5.4]. 
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Pour vérifier l'Hypothèse 13.3.21 on applique le cas des groupes réductifs linéaires aux 
composantes GL(n»,R) ; pour la composante Sp(2n 1 '), on rappelle que c'est un groupe de 
Lie réductif connexe, donc le Théorème de Paley- Wiener invariant est encore valable. 

V. G est simplement connexe de rang relatif 1 sur R, eg. G = SL(2). 

En effet, le seul sous-groupe de Lévi propre est un tore, tandis que G (M) est connexe et 
G s'écrit comme le produit direct d'un groupe de Lie connexe et un sous-groupe de p m ; 
en tout cas, le Théorème de Paley- Wiener invariant est valable. 

VI. G = U(p,q), le groupe unitaire réel de signature (p,q). 
Tout sous-groupe de Lévi de G est de la forme 

M = J]GL C «) x\](p',q'), 
iei 

d'où M(R) est connexe et on raisonne comme précédemment pour conclure. 
VIL G = GL(n). 

Nous avons remarqué que la preuve de Clozel et Delorme utilise des propriétés des K- 
types minimaux afin de décomposer l'induite parabolique normalisée de séries discrètes. 
Tout d'abord, spécialisons au cas où G = G (M) = GL(n, R). La preuve du Théorème de 
Paley- Wiener invariant se simplifie énormément dans ce cas-là car l'induite parabolique de 
toute représentation unitaire d'un sous-groupe de Lévi est irréductible : voir par exemple la 
preuve de Vogan via induction cohomologique [29 \ Theorem 17.6]. D'après [18J, la méthode 
de Vogan s'adapte aussi aux revêtements de GL(n,R) donc l'irréductibilité d'induites 
paraboliques vaut pour G et ses sous-groupes de Lévi (considérons induction par étapes). 
D'où l'Hypothèse EHJ 
VIII. G = GL(n, D) ou SL(n, D), où D est l'algèbre de quaternions non-déployée sur R. 

Comme dans le cas de SL(2), il suffit de montrer que tout sous-groupe de Lévi de G est 
connexe en tant qu'un groupe de Lie. La décomposition de Bruhat nous permet de se 
ramener au cas d'un sous-groupe de Lévi minimal. Traitons d'abord le cas de SL(n,D). 
Un sous-groupe de Lévi minimal M, confondu avec ses R-points, est de la forme 

M(R) = \(x l )ï =1 £(D*T:f[N(x l ) = l 
l i=l 

où N désigne la norme réduite de D. Or D 1 := Ker (N) est connexe et D x = D 1 x R>o, 
donc M(R) est aussi connexe. Le cas de GL(n, D) est similaire. 



3.5 Versions à support presque compact 

Conservons les mêmes choix de V, (A, a) et T. On commence par observer que C°° (og,v /&) 
opère sur C2?{Gy/A) par 

/ H- [/"(•) = f(-)b(H ô (.))}, b G C™(a G ,v/a), f G C™(G V /A). 

Cette action préserve H-~(Gy,A)r, ce qui permet de définir l'espace de Hecke à support 
presque compact (abrégé par "ac") 

Hac-CGv, A) r := {/ G C-°?(GV/A) : 3b G C c °°(a G ,y/o) tel que f b G H-(G v ,A) r } . 

Il est muni de la topologie induite des semi-normes / i— s- ||/ 6 ||, où b G C^((Xg,v /<*) et || • || 
parcourt un ensemble de semi-normes définissant la topologie de H--(Gv,A)r- 
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De même, C°°{a G y / a) opère sur l'ensemble des fonctions II temPi _(Gy, A) x a G y/a 

par 

<t> ' y [/(vr, Z) := 0(tt, Z)6(Z)], 6 G C~(og,v/o). 
Comme dans le cas précédent, on définit 



PW ac ,-(Gy,A) r := 



: n teni p ,-(Gy, A) x a G y/a -> C, 

36 G C c °°(o Gi y/a) tel que </> b G PW-(Gy, A) T 



> . 



On le munit de la topologie induite par les semi- normes (f> h- » ||0 b ||, où où 6 G C%°(og,v/&) et 
|| • || parcourt un ensemble de semi-normes définissant la topologie de PW-- (Gy, -A)r- 

On a n acr -(G v ,A) T D %-(Gy,A) r et PW ac ,-(Gy, A) r D PW-(G v ,A) r . Passage à la 
lim r permet de définir leur avatar sans l'indice T. 

Vu la Proposition 13.2.11 l'application <f> G se prolonge canoniquement en une application de 
%ac,--(GV, A) sur l'ensemble des fonctions II temPj _(Gy , A) x a G y/a — > C. On note son image 
par I% ac --{Gv,Â). Comme dans le cas des fonctions à support compact, 4> G donne toujours 
une application linéaire continue 



: n^-(G v ,A) r — > PW M ,-(G V , A) r . 



Proposition 3.5.1. Si l'Hypothèse ] 3.31$ est satisfaite, alors I% aCi --(Gy, A)r = PM / a c,--(Gy, A)r ; 
de p/its ; <p G est une application linéaire continue surjective et ouverte de %ac,-- (Gy, A)-p sur 
PW acr -(G v ,A) T . 

Démonstration. Cela résulte aisément de l'Hypothèse 13.3.21 à l'aide des multiplicateurs b G 
C£°(a G y /a) et des définitions des espaces à support presque compact. Cf. [H p. 329]. □ 

Remarque 3.5.2. Si VC\ Voo ^ et A = Aay : oa, alors acy/a = {0} et on a T~L acr -(Gv , A)r = 
H-(G v ,A) r . 

Introduisons une opération importante sur ces espaces à support presque compact. Soient 
(A, a), (B, b) deux données centrales telles que A C B. On a l'inclusion naturelle 

% &C ,-(G V ,B) T ^ H ac ,-(G v ,A) r . 

D'autre part, on fixe une section de acy/a, -» a G y/b, ce qui existe : en effet, l'existence 
est tautologique sauf si V H / 0, mais dans ce cas-là tout espace en vue est un M-espace 
vectoriel. Notons-la 

s : a G y/b ^ a G y/a. 
Cela permet de définir une application injective 

(11) II temp _(Gy,5) x a G y/b — ► U temp! -{G V ,A) x a G y/a. 

Soit cp : n temPj _(Gy , A) x a G y/a — > C une fonction quelconque, on en déduit une fonction 
res(</>) : n temPi _(Gy, B) x a G y/b — > C grâce à (fTTjl . L'observation simple suivante nous sera 
utile. 

Lemme 3.5.3. Soit M G C{Mq), on a l'isomorphisme 

ia liy na± ~ ia *My 



ia* Gy n a ± ia* Gy 



qui préserve les mesures de Haar. 

Idem si l'on remplace M par A4 = Yl vG y M v défini dans Q3.21 
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Démonstration. On part du diagramme commutatif des groupes topologiques localement com- 
pacts commutatifs. 

s- o s- <xm,v ** &m,v/ a 



0- 



ha 



a acy >- &g,v/ a ■ 







Les lignes sont des suites exactes courtes qui respectent les mesures de Haar. En dualisant, on 
obtient le diagramme avec mesures 



*- ia* M ^na 1 s- ia 



M,V 







0- 



■ ta, 



g y 



na J 



■ia 



G,v ' 







où o* signifie le dual de Pontryagin de a. Pour conclure, il suffit d'appliquer le lemme du serpent 
et noter le rapport entre les mesures de Haar. 

Le cas pour Ai = Y\ v€V M v est analogue. On doit rappeler les définitions des plongements 
o — > &m,v et a — » acy pour montrer que les diagrammes sont commutatifs. □ 

Remarque 3.5.4. Plus généralement, il en résulte que pour et C b, on a un isomorphisme 
canonique 



ia* My n b x 
ia Gy n b^ 



ta 



m y 



Da 



_L 



ia* n a J 



qui préserve les mesures de Haar. 

On peut également choisir les sections s', s de aM,v/a — 
respectivement, qui rendent commutatif le diagramme suivant. 



a.M,v/b et a G y/a ->• a G y/b, 



iM,y/b > a-My/a 

hG ha 

dG,v/b — ^ og,v/ a 



De façon duale : 



ia* My n b- 



■ ia* My n o J 



ia hy n b ^~7* ia hy n a 



Alors s'* et s* induisent une application surjective 



ia* M yDa 1 - ia* MV n b J 



ia* G y n a- 1 ia* G v n b 1 - 

qui est un isomorphisme préservant les mesures de Haar. En effet, c'est l'inverse de l'isomor- 
phisme précédent. 

Idem si l'on remplace M par Ai comme dans ledit lemme. 
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Proposition 3.5.5. L 'application res induit une application linéaire continue PW ac --(Gy, A)r 
PW aC) --(G ! v, -B)r- Le diagramme suivant est commutatif. 





G 



Wac,--(Gv,A) r — ^PWac-fGv.AJr 



Wac- (G v , B) r — - PWac,- (Gy , B) r 

G 

Démonstration. Les assertions sont des tautologies sauf si V n Vco 7^ 0, ce que l'on suppose 
désormais. Vérifions la première assertion. Soit <j> G PW aCi --(Gy, A)r- Pour montrer que res(^) G 
PW aCj --(Gy, B)r, on observe d'abord que 

res(0)(vr A ,Z) = #7r Aj s(Z)) = S (Z))e« A ^ , 

où 7T G n t emp,- (Gy , S), À G ia* G y H b -1 , et l est duale à la projection acy/a — > a^y/b. Or 

cela entraîne que e'*^'' 8 ^" = e^ s *^ A ^ ,z ^ = e^ A ' Z ^ car s est une section de acy/a — » oc,y/b. 
Donc res(0) satisfait à la première condition de la Définition 13.2.21 La deuxième condition est 
évidemment satisfaite. Considérons la troisième condition dans ladite définition. Soit (Ai, a) 
comme dans (jlOp relativement à la donnée centrale (B, b). On prolonge s en une section s' de 
<*M v/o ~* a .M v/& e f on obtient les homomorphismes duaux s'*, s* comme dans la Remarque 

usa 

Si l'on note par t! l'inclusion naturelle ia* M v n b ^ ia* M v n cr 1 , alors s'* ot' = id. On a 
res(0)(<7,X)= / 0(^, S (/ lG (X))) e -< A -^dA 



(aG A , s (/ lG (X)))e-^ A ^ dA 



(a% A ,h G (s'(X)))e-^'^dA 



"G.V 



pour tout a G IItcmp,-(-M) -B) et tout X G ac,v/b. 

L'expression à intégrer ne dépend que de la classe de A modulo ia* GV fin 1 . Or le Lemme 
13.5.31 appliqué à a et b entraîne que l'on peut toujours prendre un représentant dans ia* G v Pib ± 
de la classe de A ; c'est-à-dire A appartient à l'image de 1! . Donc 

re S (<f>)(a,X) = [ <j>(o% , h G (s'(X)))e-^ s ' W> dA = <f>(a, s'(X)). 



Cela prouve res(0) G PWac,-- (Gy, B), ainsi que la continuité de res. 

La commutativité du diagramme résulte de la Proposition 13.2.11 et du fait que Gy/A ^> 
Gy/B. On démontrera en détails une généralisation pour les caractères pondérés dans la Pro- 
position gX8j □ 
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3.6 Propriétés de distributions 

On fixe toujours une donnée centrale (A, a) pour Gy. Donnons quelques notions utiles. 

Définition 3.6.1. Rappelons que H-~(Gy) est un %--(Gy)-bi-module sous convolution. On dit 
qu'une forme linéaire I : H--(Gv,A) — > C est invariante si 

D(h*f) = D(f*h) 

pour tous h G l-L--(Gy) et / G H--(Gy,A). Cela généralise la Définition 12.3.11 

Définition 3.6.2. Soient W un C-espace vectoriel et Z G a.Qy/a. On dit qu'une application 
linéaire J : %—{Gy, A) — > W est concentrée en Z si pour tout b € C co (aG,v/o) tel que b(Z) = 1, 
on a 

J(f b ) = J(f), fen-(G v ,A). 

Idem pour les espaces % ac ,--{Gy, A), PW--(Gy, A), PW aC) --(GV, A) ou leurs variantes avec 
l'indice T. 

Proposition 3.6.3. Soit J : rl--{Gy , A) — > W une application linéaire concentrée en Z. Alors 
J se prolonge canoniquement à %ac,--(GV, A) par J(f) = J(f b ) en choisissant b G C£°(aG,v /a) 
tel queb(Z) = 1. Idem si l'on remplace H- (G y , A) , H aC) -(G v ,A) parPW-(G v ,A), PW aCi -(Gy 
ou leurs variantes avec l'indice T, respectivement. 

De plus, si W est un espace vectoriel topologique et J est continue, alors l'application pro- 
longée est aussi continue. 

Démonstration. Pour montrer que le prolongement est bien défini, il suffit d'observer que 
J(f) = J(f bb ') = J(f b ') pour tous b,b' G C™{a Gy /a) qui valent 1 en Z. L'assertion de 
continuité découle du fait que / i-> f b est continue. □ 

D'après la Proposition ^. 2. Il l'application / i-> <t> G {-, Z) est un exemple de telles applications 
linéaires. Les intégrales orbitales le sont aussi ; on les discutera dans la section prochaine. 

Définition 3.6.4. On fixe une application linéaire continue (j) : W W' entre des espaces 
vectoriels topologiques. On dit qu'une application linéaire J : W — > W\ est supportée par W 

Si J\Ker{4>) = 0. 

Si 4> est surjective, alors J est supportée par W' si et seulement si J se factorise par une 
application linéaire W' — > W\ ; si cette condition est satisfaite, on désigne encore par J l'appli- 
cation factorisée W' — > W\. De plus, si 4> est surjective et ouverte alors l'application factorisée 
est continue si J l'est. 

On s'intéressera principalement aux cas où 4> est 4>q ou l'un de ses variantes. Dans ces cas-là, 
4> sera toujours surjective et ouverte. 

Lemme 3.6.5. Soient (A, a) et (B, b) deux données centrales telles que A C B. Soit I une forme 
linéaire continue de 7i--(Gv, B). On désigne par Ia la forme linéaire continue f A i— \ I{f B ), où 
f A G H--{Gy , A) et f A h-> f B est l'application de la Proposition \3.1.4 



Si Ia est supportée par PW--(Gy,^4), alors I est supportée par PW--(GV, B). 

Démonstration. On regarde Ia comme une forme linéaire continue de PW--(Gv,A). Rappelons 
que H--(Gv, A) — > PW--(GV> ^4) est i?/^4-équivariante. Donc Ia est B /A-invar iante. Vu le 
Lemme T3.2.41 Ia se factorise par PW-- (Gv,B). Or cela implique que I est nulle sur le noyau 
de H-(G V ,B) ->■ PW-(G V ,B) car f A h+ f B est surjective. □ 
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4 Distributions locales invariantes 

Dans cette section, on fixe un ensemble fini V de places de F qui satisfait à la condition 
d'adhérence dans la Définition 13.1.11 On étudie un revêtement fini p : Gy — > G{Fy) et on fixe 
une donnée centrale (A, a) pour Gy . Les données auxiliaires Mq, Ky et les groupes acy, i&Q y, 
cr 1 , etc. sont définies dans 

4.1 Caractères pondérés unitaires 

Cette sous-section est basée sur [2TJ §5.7] qui reprend [9]. 

Les (G, M)-familles spectrales Soient M G jO(Mq), tt G n un i t _(Mv), À G fl^ c . Rappelons 
que dans [211 §2], on a défini les opérateurs d'entrelacement 

J Q | P (vr A ) : Xp(vr A ) -> Ïq(vt a ), P, Q G V(M), 

et les fonctions de Harish-Chandra pour les revêtements, qui sont de la forme 

= Il Ma (ta), tt G n unit ,-(My), 

aGS-//±l 

où désigne l'ensemble des racines réduites restreintes à clm- Us sont méromorphes en A et 
se factorisent en des objets définis sur corps locaux selon tt = <S> v eV n v- De plus, Jq\p(it\) est 
holomorphe pour Re(A) assez positif relativement à la chambre associée à P. Comme d'habitude, 
l'induite parabolique normalisée lp(ir\) se réalise sur un espace vectoriel qui ne dépend pas de 
À ; l'action de Ky est aussi indépendant de À. 
Pour P, Q G V{M), on pose 

(12) Mq|p(ta) := ^q(vta). 

aGE5J d nSg d 

Il ne dépend que de {(A, a v ) : a G Ap d n Sg d }. 

Choisissons P G V(M) et introduisons les (G, M)-familles suivantes, méromorphes en les 
variables A et A : 

Mq(A,7TA,P) := /i Q |p(7T A ) _ VQ|P (^a+A ) , 

J(A,ir\,P) := Jq|p(tta) _1 Jq|p(vta+a), 
M(A,ttx,P) :=// Q (A,7r A ,P)J(A,7r A ,P), A,AGa^ c . 

La théorie générale des (G, M)-familles fournit les opérateurs Mm(^\, P)- Indiquons que 
(/j,q(A, tt\, P))qç-p(m) es * une (G, M)-famille dite radicielle, ce qui est étudiée dans [2J §7]. 

Caractères pondérés 

Définition 4.1.1. Soient / G "H— (Gy,A), tt G II un it _(My , A). Le caractère pondéré canoni- 
quement normalisé de tt est défini comme 

(13) Jùiir, f) : = tr (m M (*, ^(tt, /)) . 
Ici, Xp(7r, /) est défini comme Jq , A f(x)Ip(jr,x)dx. 
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La trace ci-dessus se calcule sur un espace vectoriel de dimension finie, car nous avons 
supposé que / est iïy-finie par translation bilatérale. A priori, J A j-(vr, /) est défini pour tt en 
position générale dans une ia* M y-orbite, et le choix de P y intervient. La définition est justifiée 
par le résultat suivant. 

Théorème 4.1.2. Les caractères pondérés ci-dessus sont bien définis indépendamment du choix 
de P. L'application A i— » Jj^i^Xif) où X £ i&%fv es ^ analytique et à décroissance rapide. 

Démonstration. L'analycité est démontrée dans [91 Proposition 2.3]. L'assertion de décroissance 
résulte du fait qu'en tant que fonctions en A, c'est connu que les coefficients matriciels de 
^p(ttA)/) son t à décroissance rapide, tandis que ceux A4jÇj(tt\, P) sont à croissance modérée. 
En effet, cela est déjà démontré dans [H Lemma 2.1] si l'on utilise l'opérateur TZ^irrx, P) défini 
par des facteurs normalisants au lieu de Adj-jiyrx, P). Pour passer à M.^{ttx^ P), on aura besoin 
des facteurs rf^TTx) et leurs propriétés analytiques comme dans la preuve Lemma 3.1] ; on 
en reproduira la preuve dans le Lemme 15.4.41 □ 

Lorsque M = G, on retrouve les caractères usuels. 

Remarque 4.1.3. On se limite au cas où tt est unitaire. Le cas général est considérablement 
plus compliqué, cf. §7]. Il faut aussi prendre garde qu'Arthur utilise les facteurs normalisants 
pour définir les caractères pondérés dans [7] , tandis que nous utilisons la version "canoniquement 
normalisée" à l'aide de fonctions fi. Cependant, on peut facilement passer de l'un à l'autre grâce 
à [9l Lemma 2.1 et Corollary 2.4]. 

On considère les coefficients de Fourier des caractères pondérés comme suit. 

Définition 4.1.4. Soit / G %— (Gv,A). Vu la décroissance rapide de A h-» J^^ttx,/), on peut 



On voit que J^(tt a , X, •) = J^(vr, X, .) e < A >*> . 
Proposition 4.1.5. Soient f A G H--(G V ,A), tt G n unit ,-(Mv, A) et X £ a M ,v/a. On a 



poser 




■M,V 




■M,V 



où P £ V(M) et 





V 



Démonstration. En déroulant les définitions, JjÇ[(tt, X, f A ) est égal à 




■g,v 



tr 



G v /A 
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Lorsque A est remplacé par À + \i où \i G ia* G y fl o 1 , on a 

Mm^x+^P) = M m {k\,P), 



Zp{n\+^x) =lp(ir x ,x)e 
e 



(A +At ,X> _ e -(\X) e {p,,-X) 



e -(\,X) e {^-h G (X)) ^ 



L'inversion de Fourier sur ia* G ^fla 1 nous ramène à l'expression suivante 



tr 



\ 



f{x)M M {^\, P)lp(7r\, x) dx 



dX, 



) 



ce qu'il fallait démontrer. 



□ 



Corollaire 4.1.6. La forme linéaire f \— » Jj^(vr, X, f) est concentrée en hc(X). Plus précisément, 
pour tout b e C°° (og,v / a) , 

(14) JM^,X,f b ) = JûfaXJ)b(hG(X)). 

Par conséquent, J^(tt,X, •) se prolonge canoniquement à Hac,--(Gv, A). 

Démonstration. C'est dû à la Proposition 13.6.31 □ 

Proposition 4.1.7. Soient (A, a) et (B,b) deux données centrales telles que Ac B. Alors on 
a 

J^(vr, X, f B ) = I J A? (vr, X + Y, f A ) dY, vr G II uniti _(M y , B),X e a M ,v/b, 
fa/a 

pour tout f A € T~L--(Gv, A) et f A i— > / B par l'application de la Proposition 3.1.4\ 
Démonstration. On vérifie que 

^pC^Aî/^lg^GTO+fy^) = J Zp^X, f A \ G X+Y+a/ A ) dY 



b/a 



en se rappelant la définition de h- > f B . 
D'autre part, d'après le Lemme [3.5.31 on a 



ia* My n a J 
ia* n a J 



■m.v 



ia* M V n b- 



/a 



G,V 



ICI 



G,V 



n b- 1 - 



L'assertion résulte alors des formules données par la Proposition 14.1.51 pour f A et f B . □ 
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Version à support presque compact On vient de voir que J^(ir, X, ■) peut être défini 
sur ■% ac ,--(GV, A). Donnons une propriété de J^Çtt, X, ■) qui intervient lorsque l'on traite les 
fonctions à support presque compact. 

Considérons la situation suivante. Soient (A, a) et (B, b) deux données centrales. On choisit 
des sections s' et s des projections aM,v/& —> &M,v/b et Og,v/& — > OG,v/b qui satisfont les 
conditions dans la Remarque 13.5.41 et on note s'*, s* leurs duaux. 

Soit /b G %ac,--(GV, B), son image sous l'inclusion naturelle % a c J --{Gv, B) — > 'Hac ) -~(GV, A) 
est notée /a- On l'écrit Jb^Ïa- 

Proposition 4.1.8. Soit f B G H aCt -(G v ,B). Alors 

J £l (ir,X,f B ) = J^(tt,s'(X)J a ), tt G U unit ^(G v ,B),X G a M ,v/b, 
si Îb l— ^ Îa sous l'inclusion naturelle. 

Démonstration. Cette démonstration est analogue à celle de la Proposition 13.5.51 Le Lemme 
13.5.31 entraîne que s'* et s* induisent un isomorphisme 

ia* My na ± „ ia^nb 1 



ia* G v n a 1 - ia* G v n b- 



En appliquant la Proposition 14. 1.51 à fs et en utilisant l' isomorphisme ci-dessus, on obtient 
J lÇl (ir,X,f B )= f tr ^A/(^(A),^p(vr s -(A)^B|^ G (x) +b/B )) e- (s '* (A) ' X) dA. 



Toujours d'après le Lemme 13.5.31 on peut choisir un représentant dans ia* M v n b de la 
classe de À. Alors s'*(X) = À. D'autre part, 



e ~{s"(X),X) = e -(X,s'(X)) 



lp (lT s >*(\), fB\ G h G (x)+b /B ^j =Ip (^s'*(X),fA\ G h G (s'(x))+ a ^ A 

car Gy 3 ^ W) +a /A = Gy ha ^ X ^ +a /A — > Gy ^^ / B par l'application quotient. On arrive ainsi 
à la formule de JjÇj(tt, s'(X), Ja) fournie par la Proposition 14. 1 .51 □ 

Remarque 4.1.9. Etant donnés (tt, X), les formes linéaires / h-> J^(vr, /) et / h- > Jjç,(ir,X, f) 
sont continues sur H--{Gv, A). Fixons T, N et supposons que / € H~~(Gy,A)N t r, alors l'image 
de Ip(n\, /) appartient à un espace vectoriel de dimension finie indépendant de A. La continuité 
est une conséquence des faits suivants 

- les coefficients matriciels de À4m(^\, f) sont à croissance modérée en À G ia* M ; 

- pour tout n G Z>o, les coefficients matriciels de Ip(-K\, f) (avec A G ia* M ) admettent une 
majoration par 

Pn(/)(1 + 



où II • Il est une norme euclidienne quelconque sur a* Mlc et p n (f) est une semi-norme 

continue de H~~(Gy,Â)N i r- 
Cf. (12.7)]. 
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4.2 Intégrales orbitales pondérées 



Rappelons brièvement la définition des intégrales orbitales pondérées anti-spécifiques dans 
[2ÏÏ1 §6.3]. Soient 
-Me C(M ), 

- 7 G r(M y ), 

- L> M : M{Fy) -)• Fy le discriminant de Weyl, 

- va/ : P(Fy)\G(Fy) / Ky -> M>o, la fonction poids d'Arthur. 

Selon notre convention dans ^2.3^ l'orbite 7 est déjà munie d'une mesure invariante. On prend 
un représentant dans la classe de 7, noté par le même symbole, et on désigne par G 7 (resp. M 7 ) 
le commutant connexe de 7 dans G (resp. dans M). Alors My(Fy) est muni de la mesure de 
Haar correspondante à la mesure invariante choisie sur l'orbite. 
Supposons d'abord que M 7 = G 7 , on pose 

(15) Jm(ÏJ)-= \D M (lt* I f(x- 1 jx)v M (x)dx 

G y (F v )\G(F v ) 

pour tout / € C£°--(Gy /A). Cette intégrale est bien définie car A C G 1 (Fy) pour tout 7. 

En général, il existe des facteurs 5^(7, a), où L € C(M) et a parcourt des éléments dans 
Am(Fv) en position générale de sorte que M a7 = G a7 , qui permettent de définir 

(16) Jm(ÎJ)--= Km 2 s L M ( 7 ,a)J L (aj,f). 

adA M {F v ) LeC(M) 

On renvoie à [20^ Théorème 6.3.2] pour les détails. On vérifie que 

Proposition 4.2.1. La forme linéaire f 1— > ^7(7,/) de %--{Gy, A) est continue et concentrée 
en Hai^f). En particulier, elle se prolonge canoniquement en une forme linéaire continue sur 

n^-(ô v ,A). 

Démonstration. C'est connu que JjÇji'y, ■) définit une mesure absolument continue par rapport à 
la mesure invariante sur l'orbite induite 7 , dont la construction sera rappelée dans la Définition 
15.2.21 ; cf. [UJ Corollary 6.2] ou [2UJ Proposition 5.3.7]. Le fait crucial établi dans loc. cit. est 
que toute fonction dans C^°(Gy/A) est intégrable pour cette mesure. Ladite mesure n'est pas 
positive en générale. 

Montrons la concentration. Pour tout S dans la classe j G , la définition d'induction entraîne 
que Hq(ô) = Hoi^f), donc ^7(7, •) est concentrée en Hq^). 

Montrons ensuite la continuité. Il faut que J^iff, •) soit continue sur H--(Gy, -<4)jv,r pour 
tous N, r (voir N3. Il pour ces notations ; en fait, T n'intervient pas ici). Fixons N, T et prenons 
cp G C%°(G(Fy)/A) telle que <p > et 

cp=l sur {x E G(Fy) : log ||x|| < N} ■ A. 

Soit / € %—{Gy, A)n^, alors f = (<p° p)/. On vient de remarquer que J^if), •) définit une 
mesure sur 7 e , notée Rappelons que / G L 1 (m) = -^(IH)- Donc on a 

|m(/)I<H(I/I)<su P |/|>|(^). 

Or on a aussi 99 G L 1 (|/x|). Cela démontre la continuité de ^(7, •)■ '-' 
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En fait, la forme prolongée à % a c,--(GV, A) sont définies par les mêmes formules (fTïïj) et (fTïïl) . 
Les résultats suivants sont des conséquences immédiates de lesdites formules. 

Indiquons que la condition d'adhérence pour V n'intervient pas dans la définition de J •) 

Proposition 4.2.2. Soient (A, a), (B,b) deux données centrales telles que A C B. Pour f A G 



%-~{Gy, A), / (->■/ € H--(Gy, B) par l'application de la Proposition \3.1.4\ 



on a 



B/A 

Proposition 4.2.3. Soient {A, a), (B,b) comme ci-dessus. Soit /b G % ac --{Gy,B), son image 
dans Hoc,— (Gy , A) sous l'inclusion naturelle est notée /a- Alors 

Jm(ïJb) = Jm(ïJa), 7er(M y ). 

4.3 L'application A/ 

Conservons les notations dans la sous-section précédente. On définit une application linéaire 

(f> £l : n^-(G v ,A) — »• {fonctions II temPi _(My , A) x ^ -> c} 
f^[(n,X)^Jû(ir,X,f)]. 

Théorème 4.3.1. Si l 'Hypothèse 1 3. 3. 'A est satisfaite pour toute donnée centrale, alors <f>^ induit 
une application linéaire continue 

(f>û :n ac ,-(G v ,A) -> m ac ,-(M v ,A) 

pour toute donnée centrale (A, a) de Gy . 

Signalons qu'il en résulte que / h4 «/^(tt, X, f) est continue pour tout (ir, X), car l'évaluation 
en (ir,X) est une forme linéaire continue de I% aiCi ~~(My,A). 

Démonstration. Quand A = {1}, c'est le cas traité par Arthur dans [3 Theorem 12.1]. La 
démonstration se fait par une étude approfondie des résidus de caractères pondérés ; nous ne la 
répétons pas ici. En général, soit (A' , a') une donnée centrale telle que A' C A et on suppose que 
l'assertion est prouvée pour A' . On choisit des données auxiliaires comme dans la Remarque 
13.5.41 pour définir l'application res ; on considère le diagramme 

Wac,-(GV, A') m^-iGy, A') 



U acr -(G V ,A) fonctions U temP: _(M v , A) x 

dont les flèches horizontales sont les 4>^ pour A' et A. D'après la Proposition 14. 1 .81 les définitions 
de (j)^ et celle de res, ce diagramme est commutatif. D'autre part, la Proposition 13.5.51 affirme 
que le but de res peut être remplacé par IW^~~{Gy, A) = PW aCi --(GV, A). Maintenant on 
voit que cp^ : "H aC) —{Gy,A) — > IT-C ac --(My, A) est la composée de trois applications linéaires 
continues. L'assertion en découle en prenant A' = {1}. □ 
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Observons que pour / G %~-{Gy,A), son image dans IT-L^-^My, A) vérifie 

^(/)(-,X) = 0pour ||MX)||»0 

où || • || est une norme quelconque de acy/a, car la Proposition 14.1.51 entraîne que X) = 

si hc(X) n'appartient pas à la projection via Hq de Supp(/) sur acy/a, ce qui est compact. 
Notons IT-L SliCj --(My , A) G ~ cpt le sous-espace des élément qui vérifient ladite propriété. 

Pour (P A G IH^-iMy, A) G ~ cpt et une donnée centrale (B, b) de Gy, l'application <fi A H> <f) 
de la Proposition 13.2.31 est toujours bien définie. 

Proposition 4.3.2. Soient (A,a) et (B,b) deux données centrales de Gy telles que A C B, 
alors 

4>mU b ) = (<M/ A )) B 

pour toute f A G 7i--(Gy, A), et f A i— > f B est l'application de la Proposition 3.1.4\ 



Démonstration. C'est une conséquence immédiate de la Proposition 14.1.71 □ 

Proposition 4.3.3. Soient (A', a) et (A, a) comme ci-dessus. Soit fs G T-L acr -(Gy , B) et on 
désigne par /a son image dans %ac,--(GV, ^4) sous l'inclusion naturelle. Alors on a 

(PmUb) = res(^(/ A )). 

Démonstration. Afin de définir l'application res, il faut fixer des données auxiliaires comme dans 
la Remarque 13.5.41 Ensuite, l'assertion résulte immédiatement de la Proposition 14.1.81 □ 

4.4 Non-invariance 

Dans cette sous-section, on enregistre un résultat standard concernant le comportement 
des distributions pondérées par rapport à la conjugaison, ou plus précisément par rapport à la 
convolution. C'est ce qui permettra de fabriquer les distributions invariantes. 

Fixons une donnée centrale (A, a) de Gy. Soient Q = MqIIq G T(M), y G G(Fy) et 
/ G %--{Gy,A). La fonction module de Q est notée 5q : Q{F$) — > K>o- Posons 

(17) /4„(m) := 6 Q {m)ï jj fik'^u^u^k^àuàk, mg(%, 

K v xU Q (A) 

où Ug(k,y) est déduite de la fonction 

u Q (X,k,y) := e -<WM> ;AGa * //c; 

voir [2i)\ §4.1] pour la construction détaillée. 
Pour h G H--(Gy), on pose 



Lyf 


= f(y- 1 -), 


Ryf 


= f(-y~ 1 ), y^G v , 


Lç,hf 


= j Hy)(hf)Q,y-idy, 




G v 


R-Q,hf 


= J h (y)(Ryf)Q, y -i A y, 




Gv 



où y := p(y). Toutes les opérations ci-dessus commutent avec les translations par A. Ainsi, 
on vérifie que / ^ /qj) / ^ ^Q,hf et / >->• Rç : hf définissent des applications linéaires 
H-(Gv,A)^n-((MQ)v,A). 
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Théorème 4.4.1 (Cf. [7 S Lemma 6.2 et (7.2)]). Soit l'une des distributions J^(tt,-), 

Jj^(tt, X, ■) ou Jgji^fi'), et pour tout L G C{M) on note son avatar où le rôle de G est 
remplacé par L. Alors 

j û {L h f)= y, 4 Q ( R Q^f)i 

Q=M Q U Q eF{M) 
Q=M Q U Q €T(M) 

pour tous h G H--(Gy) et f G T-L--{Gy). 

Esquisse de la démonstration. Le cas de J^iff, •) est prouvé dans [1] Lemma 8.2]. Le cas A = 
{1} et Jj^ = «/^(vr, •) ou J A ~ f (vr,X, •) est traité dans Lemma 6.2 et (7.2)], mais les caractères 
pondérés dans ces références-là sont définis à l'aide de facteurs normalisants. On peut les adapter 
aux caractères pondérés canoniquement normalisés en suivant la recette de J9j §3]. 

Pour passer au cas général, il y a deux choix : (1) on observe que la présence de A n'affecte 
pas les arguments dans op. cit. ; (2) on part du cas A = {1}, alors le cas général en résulte 
d'après la Proposition 14.1.71 car / h- >■ fg commute avec translation par A. □ 

On laisse le soin au lecteur de formuler une version pour / G ~Hn Cr -{Gy). 

4.5 Construction des distributions locales invariantes 

Dans cette sous-section, on suit les idées d'Arthur dans [TJ H] pour définir des distributions 
invariantes à partir des objets pondérés et de l'application <f>^. On utilisera les formules de 
descente pour données dans [H §§8-9] pour les distributions pondérées. 

On raisonne par récurrence sur dim G. On suppose vérifiée l'Hypothèse 13.3.21 pour toute 
donnée centrale. 

Côté spectral Fixons M G C(Mq). Mettons l'hypothèse de récurrence suivante. 
Hypothèse 4.5.1. Pour tout L G C{M) tel que L ^ G, supposons définies des formes linéaires 

f A i y 4(^,X,/ A ), vr G IL unit ,-(Mv,A),X G a M ,v/a 

de %-- (Ly, A), pour toute donnée centrale (A, a) de Ly, telles que 

1. I^(tt,X, •) est continue, invariante et concentrée en hi,(X), en particulier elle se prolonge 
à Hac,~(Lv,A) ; 

2. l\- '■ (ir,X, •) est supportée par ITi^c ~~(Ly,A) ; 

3. pour toute donnée centrale (B, b) de Ly telle que A C B, on a 

I^(tt,XJ b ) = j 4(^,X + y,/ A )dy, vr G Iï unit ,_(M y ,i?),X G a M ,v/b, 
b/a 

où / i— >• f B est l'application dans la Proposition 13.1.41 ; 

4. pour (B, b) comme ci-dessus, on choisit les données (s 1 , s) comme dans la Remarque 13.5.41 
alors 

I^(ir,X,f B ) = 4(7r, S '(X),/ A ), vr G U unit ^(M v , B), X G a M ,v/b, 
où /b i-> Îa est l'inclusion naturelle % ac ~~[Gy ,B) Hac,--(Gy, A). 
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Remarque 4.5.2. Selon la condition de support, on peut aussi bien regarder I^i^, X, •) comme 
une forme linéaire continue de IT-L acr -(Ly,A). Les remarques suivantes nous seront utiles. 

1. Soit <p A G IH-(L V ,A) et cf> A H> 4> B par la Proposition [3231 alors l'égalité 

4(vr,x,0 B ) = f i^(n,x + Y^ A )dY 

b/a 

demeure valable pour <f> A G IH acr -(Ly, A) G ~ cpt si (A, a) et (B, b) proviennent de données 
centrales de Gy. 

2. Vu la Proposition 13.5.51 la dernière condition implique 

(18) 4( 7 r, S / (X),(/))=4(7r,Z,res(0)), 6 IH^-iLy, A). 

Définition 4.5.3. Supposons vérifiée l'Hypothèse 14.5.11 Soit (^4, a) une donnée centrale de Gy, 
on pose 

Iù(ir,X,f A )=lf :i (ir,X,f A ):= J^tt, X, f A ) - £ I%(ir, X, cf> L (f A )) 

LeC(M) 

où G %--(GV, ^4), 7r G n un i ti _ (My, A), X G OM,y/û; et toutes les formes linéaires sont 
définies par rapport à (A, a). 

Lorsque G est anisotrope modulo le centre, l'Hypothèse 14.5.11 est vide et on retrouve les 
caractères usuels. 

Lemme 4.5.4. Les formes linéaires I^(tt,X,-) vérifient toutes les propriétés dans l'Hypothèse 
\4-5.1 avec G au lieu de L. 



Démonstration partielle. La continuité est évidente. L'invariance résulte du Théorème 14.4.11 de 
façon standard : voir les discussions pour [U (4.1)] pour les détails. La concentration en hc(X) 
provient de (fT4"|) et de sa conséquence que (j>i(f b ) = 4'l(f) boha ■ 

La formule pour I^(tt,X, f B ) résulte de la Proposition 14.1.71 et 13.2.31 : il faut utiliser le 
premier point de la Remarque 14.5.21 La formule pour I^(jr,X, /b) résulte de la Proposition 
13X51 et ÇESD. 

Il reste à montrer que Ij^(tt,X,-) est supportée par I / H acr -{Gy,A). On complétera cette 
part après une discussion du côté géométrique. □ 

Côté géométrique Le cas géométrique admet une structure analogue à celle précédente, 
mais on verra que les démonstrations sont beaucoup plus faciles. Fixons toujours M G C(Mq) 
et mettons l'hypothèse de récurrence suivante. 

Hypothèse 4.5.5. Pour tout L G C{M) tel que L ^ G, supposons définies des formes linéaires 

/ A ^4(7,/ A ), jeT(My) 

de l~L--(Ly, A), pour toute donnée centrale (A, a) de Ly, telles que 

1. ") est continue, invariante et concentrée en Hl(j), en particulier elle se prolonge à 
H acr -(L V ,A); 

2. ■) est supportée par 11i ac --{Ly,A) ; 
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3. pour toute donnée centrale (B, b) de Ly telle que A C B, on a 

4(7,/ s )= / 4(^7,/ A )dz, TeW, 



B/A 

où f A i-> / B est l'application dans la Proposition 13.1.41 : 

4. pour (£>, b) comme ci-dessus, on choisit les données (s' , s) comme dans la Remarque [3331 
alors 

4(7,/b) = 4(7,/a), 7er(M y ), 

où Jb /a est l'inclusion naturelle T-L ac ~~[Gy,B) ^ac^-CGy, j4) ; 

5. on a 

4(7,/ A )= Jim £ S ^(7,a)4 1 (a7,/ A ), 

aeA M (F v )MiG/: L (M) 

où a est en position générale de sorte que M ai = L a7 et s^ 1 (7, a) est le facteur dans (fTïïj) 
définissant les intégrales orbitales pondérées. 

La Remarque 14.5.21 s'applique aussi à cette situation géométrique. 

Définition 4.5.6. Supposons vérifiée l'Hypothèse 14.5.51 Soit (A, a) une donnée centrale de Gy, 
on pose 

Le£(M) 

où J" 4 G %--(GV,A), 7 G T(My), et toutes les formes linéaires sont définies par rapport à 
(A, a). 

Lorsque G est anisotrope modulo le centre, l'Hypothèse 14.5.51 est vide et on retrouve les 
intégrales orbitales usuelles. 

Lemme 4.5.7. Les formes linéaires I^(ff, ■) vérifient toutes les propriétés dans l'Hypothèse 
\4-5.5 avec G au lieu de L. 

Démonstration. On peut reprendre les arguments pour le Lemme 14.5.41 qui se simplifient beau- 
coup dans le cadre géométrique. Par ailleurs, on démontre la dernière propriété par une récurrence 
simple. Il reste donc à montrer que -^(7, •) est supportée par I / H aC) --(Gy,A). Soit (A', a') une 
donnée centrale telle que A' C A. Au vu de la propriété 

A/A' 

que l'on vient d'établir, le Lemme 13.6.51 nous ramène au cas de la donnée centrale (A', a'). 
Prenons A' = {1} pour se ramener au cas traité par Arthur dans [HE]. Les formules de descente 
nous ramène ensuite au cas V = {v} est un singleton. 

Soit / G %ac,— (G v ) telle que 4>q{/) = ; le but est de montrer que -^(7, /) = pour tout 
7 G T(My). On peut aussi supposer que / G / H~-(G V ). Imposons une seconde hypothèse de 
récurrence que cette propriété d'annulation soit satisfaite pour les où M\ G £(M), 

L'étape suivante est de se ramener au cas où 7 est semi-simple régulière en tant qu'un 
élément dans G v . Cela se fait par une étude du comportement local des intégrales orbitales 
pondérées, eg. [201 Proposition 6.4.1] ; voir |5l pp. 523-524] pour les détails. 
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Dans [2T], on a aussi étudié les intégrales orbitales pondérées JW C (' ■ ■ ) le long de telles 

classes, évaluées en les fonctions dans l'espace de Schwartz-Harish-Chandra C—{G V ). Du côté 
spectral, les caractères pondérés se prolongent aux fonctions dans C--(G V ) pourvu que l'on se 
limite aux représentations tempérées. Dans ce cadre, on a également les applications </>| : 
C—(G V ) —s- IC-~(G V ) et les distributions invariantes I~ HC ( 7 , •) supportées par IC--(G V ). Ici, on 

regarde IC—(G V ) comme un ensemble de fonctions H tC mp-(G v ) x <Xg,f v C ; dans (2TJ §5.6] il 
n'y a pas de variable en og f v , mais on peut l'introduire à l'aide d'une transformation de Fourier 
si l'on veut. 

En reprenant la recette de JTÏÏJ on introduit les espaces des fonctions à support presque 
compact C acr -(G V ), IC& cr -(G v ) à l'aide de fonctions de Schwartz-Bruhat b sur Og,F v i Qui servent 
comme des multiplicateurs. De façon familière, (/>| HC et J~ (7, •) se prolongent à ces nouveaux 
espaces. Le lien entre les divers espaces est récapitulé par le diagramme commutatif 



C-- [G v )^ *■ C ac --(G V ) >■ IC aC) --(L v ) 



'H--{G V ) C - >■ Ha,c,--{G V ) — — I'Hac,— {G v ) 

En raisonnant par récurrence sur dim G, on obtient 

I^(7,</?)=lf C (7,^), <peH aa ,~{Gv). 

Appliquons cette égalité au cas ip = f. Puisque <fi G (f) = 0, on a aussi 4^ c (f) = 0. D'où 
/ a7 ( 7 , /) = Jg 10 ^, /) = d'après [HJ Corollaire 5.8.9]. □ 

Complétion de la démonstration du Lemme [4-5-4\ Montrons que I^(n,X,-) est supportée par 
IHac,—(Gv, A). Comme dans la démonstration pour ^(7, •)> on se ramène au cas A = {1} par 
le Lemme l3.6.5l puis au cas V = {v} par les formules de descente. Soit / G 'H aJ c,— {G v ) telle que 
4> G (f) = 0. On vient de voir que -^(7, /) = pour tout L G C(Mq) et 7 G T(Ly). 

Si F v est non-archimédien, il résulte de la densité des distributions invariantes -^(7, •) [21, 
Proposition 4.2.6] que Ij^(jt, X, f) = 0. Si F v est archimédien, la preuve de [U Theorem 6.1] 
permet de ramener, de façon assez formelle et purement locale, le cas de I^(tt,X, •) à celui des 
Ili'j, ■)• Malheureusement, on ne peut pas la reproduire ici puisque cela nécessiterait beaucoup 
d'espaces et formes linéaires auxiliaires. □ 



4.6 Variante : l'application 0^ 

Dans cette sous-section, on suppose que V D V^. 
Lemme 4.6.1. Soit M G C(M ). Pour f 1 G U-{Gy , A Gj(X> ), on pose 
cj^if 1 ) : n temp (My,^ M)00 ) — ► C 

vr^ [vr^ ^(tt.O,/ 1 )] . 

Alors (f>^ induit une application linéaire continue 7~L--{Gy , ^4ct,oo) — ^ I7~L--(JM- } ^4.Af,oo)* 

Puisque nous utilisons la donnée centrale {Aq, 00, clg) (resp. (Am, 00 > Ojw)) pour Gy (resp. 
pour My), il n'y a plus besoin d'introduire les espaces de fonctions à support presque compact. 

Voici une remarque en passant : il y a des identifications naturelles TL-{Gy , A G )0 o) = 
Ii-{G V ), H-(Mv,Am oo) = LT_(My). Idem si l'on se limite aux représentations unitaires, 
tempérées, etc. 
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Démonstration. Selon la définition de (j) 1 -, on a le diagramme commutatif 

Wac," {G V ) - m &c --{M V ) 



H--(G v ,Aa,oo) ^{fonctions U tcmp ^(M v ,A M ,oo) -> C} 

où les flèches horizontales sont cj)^ et <fr~. D'après la partie à droite du diagramme dans la 

Proposition [3331 I e but de res peut être remplacé par I%--{My, Am,oo), et res devient continue. 
Par conséquent, (j) 1 ^ est la composée de trois applications linéaires continues, d'où l'assertion. □ 

Proposition 4.6.2. Soient M G £(M ) et f 1 G H- (G v , Aq !OC ) , alors on a 
/^(vr,0,/ 1 ) = J^O,/ 1 )- ^ 4( 7r >°>4(/ 1 )) 

LeC(M) 

pour tout ir G n unit ,-(My, A M>OQ ). 
De même, on a 

^/(7,/ 1 ) = ^m(7,/ 1 )- £ 4(7» 4C/ 1 )) 

LG£(M) 
L^G 

pour ioiii 7 G r(ikfy). 

On prend garde que • • ) et Jfy{- • ■ ) sont définies en utilisant la donnée centrale (Ag,oo, Og) 
de Gv, tandis que ' ' ) sont définies en utilisant la donnée centrale (^4z/,oo; 

ol) de L v , pour 

tout L G C(M), L + G. 

Démonstration. La Définition 14.531 appliquée a la donnée centrale {Aq^, 

oq) donne 

Le£(M) 
L^G 

OÙ ^(Z 1 ) G/^ ac ,-(L y ,A Gj00 ). 

Le deuxième point de la Remarque 14.5.21 avec X = implique 

4(vr,O,0 z (/ 1 ))=4(^,O,res(0 z (/ 1 ))), 

où le côté à droite est défini par rapport à la donnée centrale (Ak.oo <*l) qui majore (A^.oo, cig). 
Or res(^(/ 1 )) = 4>\{f ) selon la définition de Cela permet de conclure le cas de ^(tt, 0, J 1 ). 
Le cas de 1^(7, J 1 ) est analogue et plus simple. □ 

Remarque 4.6.3. La construction s'inspire de |10t p. 192]. Les égalités dans cette Proposition 
donnent une caractérisation des formes linéaires f 1 h4 1^(^,0, f 1 ) sans référence aux espaces 
avec l'indice "ac". 
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5 Développements fins révisés 



Dans cette section, on étudie un revêtement adélique à m feuillets 

1 -> Pm -> G A G(A) -»• 1, 

muni des données auxiliaires V D I4am, Mo, if = comme dans i )2.U Ces données 

déterminent la distribution 

J:H~{Gv,Ag,oo)->C 

qui fait l'objet de la formule des traces grossière [20]. Elle admet deux développements, l'un 
géométrique et l'autre spectral. Les deux premières sous-sections sont consacrées à l'étude du 
côté géométrique, et le reste est consacré au côté spectral. 

Adoptons la convention que les représentations locales sont désignées par des symboles 
usuels, eg. n, et les représentations automorphes sont dotées d'un o, eg. tt. 

5.1 Le développement géométrique fin 

On commence en rappelant les résultats dans [20^ §6.5]. Soit S un ensemble fini de places 
de F tel que S D V ra _ m ; on introduira un sous-ensemble V C S plus loin. D'après Arthur, 
deux éléments 71, 72 G G (F) avec décompositions de Jordan 73 = <TjUj (i = 1,2) sont dits 
(G, S*)-équivalents s'il existe x G G (F) et y G G Œ2 (Fs) tels que 

x~ a\x = a 2 , 
{xy)~ x uxxy = u 2 . 

Cette notion est plus grossière que G(F)-conjugaison, mais plus fine que la O-équivalence [201 
§5.1]. En se rappelant la notion des bons éléments (la Définition 12.3.2p . on pose 

(G(F))g,s '■= {classes de (G, 5 1 ) -équivalence dans G (F)}, 

c G (G(F))g,s '■ 37 = au G c (décomposition de Jordan), où 
a" est S- admissible, 



a s G K s 



(G(F))g on := {c G (G(F))K S : c est bon dans M(F S )}. 

Un élément 7 satisfaisant à la condition définissant (G(F))q s est dit un représentant admissible 
de c. Lorsqu'il n'y a pas de confusion à craindre, on utilisera un représentant admissible 7 au 
lieu de c pour désigner un élément de (G(F))q s . 

Voici une procédure pour extraire la composante locale d'un élément dans G (F) C G. Pour 
7 G (G(F))^^ on , confondu avec un représentant admissible, et 75 G Gs, on écrit 

(19) 7 7S 

si 7 = au est la décomposition de Jordan et 75 = âsus où 

- o- 5 G -FT 5, ^ G s , a = âs x a s dans G ; 

- u s G G unip jF 5 ) G s . 

On observe que 75 G G^ s'il existe 7 tel que 7 ~-> 75. 

Il faut prendre garde que 7 75 est seulement une correspondance ; elle ne définit pas 
forcément une application. Or on a la majoration suivante. 
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Lemme 5.1.1. Soit 7 G (G(F))% h ° n , alors 

#{t5 g r(d?s) : 7 75} < m. 

Démonstration. Soient 71, 72 deux représentants admissibles ayant la même classe dans {G(F))^ t '^ on , 
ce qui donnent deux éléments locaux 7^5 = o\sUi^s (i = 1,2). La définition de (G,S)- 
équivalence implique qu'il existe t G G(Fg) tels que i -1 7i,st = 72,5- Puisqu'il y a exactement 
m classes de conjugaison dans G s au-dessus d'une bonne classe de conjugaison dans G(Fs), la 
majoration en découle. □ 

Rappelons que pour définir les distributions, il convient de fixer une mesure invariante sur 
les bonnes classes de M^-conjugaison, d'où le M>o-torseur T(Gs) — > T(Gs)- On désigne par 75 
une image réciproque quelconque de la classe de 75 pour ce torseur. 

Soit M G C(Mq), les définitions ci-dessus s'appliquent également à M. Tout élément 75 G 
r(Ms) admet une décomposition de Jordan |20, §6.3] 

75 = où 

parallèle à la décomposition de Jordan 75 = ou dans M(Fs), où ù G T(G as ). Si la mesure 
de Haar de G Œ (Fs) est choisie, ce que l'on suppose, alors cette décomposition peut être ren- 
due canonique. Rappelons maintenant la définition des coefficients géométriques [20|, Définition 
6.5.5]. 

Définition 5.1.2. Soit 7 une classe dans (M(F))^ ^ hon , confondue avec un représentant ad- 
missible avec la décomposition de Jordan 7 = ou, ce qui définit 7 ~^ 75. On pose 

e M (o) , 



1, si o est F-elliptique dans M, 
0, sinon; 

Stab(<r,u) := {t G M a (F)\M a (F) : tut' 1 est conjugué à u dans M a (Fs)}, 
a* (S, 7^) := e M {o)\Stab(o,u)\- 1 a M '» M {S,ù). 

Ici, Pellipticité de o dans M signifie que cia/ = ajvfcr- Le terme a A ^ CT '[''°'l(S', ù) est le coefficient 
géométrique fourni par [20^ Théorème 5.5.1] pour la formule des traces pour M a (A) tordue par 
le caractère-commutateur [-,o] (voir [20, §2.6]). On observe que si la classe unipotente triviale 
1 est [-juj-bonne dans M (T (A), ce qui revient au même de dire que [-,0"] est trivial sur M a (A), 
alors 

a M*,M( S ,l) = mesiM^AM^M^A)); 
sinon ce coefficient est nul. On renvoie à [3j Corollary 4.4 et 8.5] pour les détails. 



Rappelons qu'Arthur a défini la notion de sous-ensembles admissibles de G(Fg) (voir [201 
§5.6]). On dit qu'un sous-ensemble de A C G s est admissible si p(A) l'est. L'admissibilité de 
A ne dépend que de p(A) modulo Zg(Fs). On pose 

(20) n adm ,-(G s ,A G ^) := {/ G U-{G s ,Ag,oo) ■ Supp(/) est admissible }. 

Il y a aussi une notion de S'-admissibilité pour un sous-ensemble de G (A), donc de G. Cf. loc. 
cit. 

Le développement géométrique fin s'énonce comme suit. 
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Théorème 5.1.3. Soit fg G 'H a dm,--(G , 5, Aq )00 ). On pose 

f 1 :=fhfKsen-(G,A Gj00 ) 
où f K s est l'unité de l'algèbre de Hecke sphérique anti-spécifique H--(G S //K s ). Alors 

\W M \ 

(21) J(h = E m E a M (s,rs)JM(rs,f 1 s ), 

Mec ( M 0) o 7e(M(F) ^, bon 

où le 7s est un élément quelconque dans T(Ms) tel que 7 75. Le terme a M (S, 'js)J ] ç I (js, •) 
est indépendant du choix de^fs etls- 

Démonstration. C'est essentiellement [20, Théorème 6.5.9]. Là, on demande que S est suffisam- 
ment grand par rapport au support de fg ; le sens précis est contenu dans [2U1 Théorème 
6.5.8] et les remarques qui le suivent. On vérifie qu'il suffit de prendre S D VJ- am tel que 
fh 6^adm,--(Gs,4,oo)- □ 

Il sera utile d'isoler les termes dans (|2ip avec M = G. 

(22) 4u(/s):= E ^(SWsfài/s). fsen aAmr -(G s ,A GyOÛ ). 

7£(G(F»p on 



0, 



L'étape suivante est d'indexer ce développement selon les classes dans T(My), M G £(M 

5.2 Compression des coefficients géométriques 

Désormais, on écrit 7 au lieu de 75 pour désigner un élément ou une classe de conjugaison 
dans Gs, afin d'alléger les notations. Rappelons que dans H2.'6\ on a identifié T(G^) à une base de 
V(Gs, Ag : oo)- Autrement dit, on choisit une image réciproque dans T(G^) pour chaque élément 
de r(G^). La notation 7 n'est plus utilisée. 

Soit 7 G T(G S ). Vu la convention ci-dessus et le Lemme f5.1.1l on peut définir les coefficients 
elliptiques 

1 ^ ^ e- 1 -a ô (S, 67) 



(23) aâ(7) == ~ £ E 



Ce coefficient ne dépend que de 7. Il est défini de sorte que les assertions suivantes soient 
satisfaites. 

Lemme 5.2.1. On a la caractérisation suivante de (&{•)• 

<4H) = £ a cii(l), £ e jj m , 7 G r(M|); 

E 4(7)^(7,/5)=4ll(/5), /ieWadm.-CG^^oo). 

7 er(Mi) 

On définit T e n(G , S) comme l'ensemble de 7 G r(G^) tel qu'il existe 7 G G(F) satisfaisant 
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- la partie semi-simple de 7 est -F-elliptique dans G ; 

- 7 est un représentant admissible d'une classe dans {G{F)) I ^' h ° n ; 

- il existe e G p m tel que 7 57. 

On peut vérifier que , S) est un sous-ensemble discret de l'espace topologique T(G S ). Le 

coefficient elliptique a^j(-) est à support dans reii(Cr, £7). 

On en déduira les autres coefficients du côté spectral et leurs domaines. Pour ce faire, il 
convient d'introduire une notion d'induction pour les classes de conjugaison. 

Définition 5.2.2. Soit M G C(Mq), on définit une application 

7 ^7 G , 

de la manière suivante. Rappelons que l'orbite de 7 est supposée munie d'une mesure invariante. 
Soit 7 = âù une décomposition de Jordan munie de mesures invariantes. On a le caractère 
continu [-,cr] de G Œ (Fs). On définit ensuite 

^ G : = a-u G , 

où ù 1— > vP est l'induction de Spaltenstein-Lusztig envoyant un élément de t nQ i p (M r7 (Fs))^'' a ^ sur 
une combinaison linéaire d'éléments de f U mp(G (T (F5))['' cr ] : voir [201 Lemme 5.3.4]. L'expression 
àvP définit alors un élément de T>(Gs, Ag >0O ) via la décomposition de Jordan munie de mesures 
invariantes. 

Soient \x G Y{M\) et 7 G T(G S ). On pose 

(24) {Jl g : 7) := le coefficient de 7 dans pr . 
Maintenant on peut définir un domaine des coefficients généraux : 

(25) T{Ô\ S) := {7 G T(G S ) : 3M G C(M ), fi G T cll (M\ S) tels que (fi G : 7) ^ 0}. 

C'est toujours un sous-ensemble discret dans F(G S ). 

Pour définir les coefficients généraux, on varie légèrement les notations : on considère deux 
ensembles finis S, V des places de F tels que 

SdVD V vam . 

Dans ce qui suit, V sera fixé et on variera S. 

Définition 5.2.3. Soit 7 G T(Gy). On prend 5 tel que {7} x K v est un ensemble ^-admissible 
dans G (A). On pose 

aÔ ^--= E S E E (A G :7)a c ^(Axfc)4 W , 

Me£(Af ) 1 1 fc G ^ 1 (Af,5)Âier cll (Af 1 ,y) 

où 

- IC(Mg ) est l'ensemble des classes de conjugaison dans qui rencontrent M<f n K$ , de 
telles classes sont munies de mesures invariantes selon nos conventions dans §2.31 : 

- pour tout k G K,(MY), on définit l'intégrale orbitale pondérée anti-spécifique non ramifiée 

comme dans [201 Définition 6.3.3], où f K v est l'unité de l'algèbre de Hecke sphérique 
anti-spécifique H~~(Gg //Kg) ; 
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- /C^(M, S) est le sous-ensemble de IC(M^) formé des éléments k tels qu'il existe fl G T(My) 
vérifiant 

£x k£T ell (M\S); 

dans ce cas-là, on a également /i G r e n(M , V). 

On voit aisément que cette somme est finie pour tout 7. 

Remarque 5.2.4. Il en résulte immédiatement que aF{-) est à support dans r(G 1 , V). D'ailleurs, 
il résultera de la Proposition 15.2.71 que a (7) ne dépend pas du choix de S, ce qui justifie la 
notation. 

Théorème 5.2.5. Soient V D Kam un ensemble fini de places de F et f 1 G T~L--(Gv, Aq jOC ). 
On pose f 1 := f l f K v G U-{G,A Gi00 ) et J(/ x ) := J(/ 1 ). Alors on a 

J ^)= E S E «"(7)^(7, z 1 ). 

LeC(M Q ) 1 1 7er(ii,v) 

Démonstration. Prenons S D suffisamment grand de sorte que fg := f f^v appartient à 

^adm,--(G'5, Ag j00 ), ce qui est toujours possible. Comme dans le Lemme f5.2,H il résulte du 
Théorème 15.1.31 que 

\W M \ 

J ^)= E E ^mj^m 

Me£{M ) 1 1 j s er ell (Mi,s) 

d'après Çgft . 

On écrit 7s = fl x 7^ où fl G T(My). Alors 

■^(Wà) = £ d%(L,Lx)J^(fl, (/ 1 )q 1 )-^('T5 ) {Jk^q) 

L,Lj_£C(M) 

= E ( E d M{ L ^ L l) J fy{^ (Z 1 )^) ) J i-(75 ' Ukv)q) 
LeC(M) \LieC(M) I 

= E WVV&C^/f 
LeC{M) 

où on a utilisé les formules de descente [201 Proposition 6.4.3 et 6.4.2], y compris une application 
(L, Li) H> (Q G V(L),Qi G V{L{)) dépendant de choix auxiliaires que nous ne précisons pas, 
ainsi qu'un calcul simple qui montre que la descente parabolique {Îk^)q es ^ égale à f K v n i- 
Voir [2ÏÏ1 §6.4] pour la définition de descente parabolique f 1 h-> et /^-v 1— > {Îk^q- 

L'intégrale orbitale pondérée anti-spécifique J^iîs > fi< v nÙ es * nune sau f si 7 = A; G 
JC(Mg) ; dans ce cas-là c'est égal à rj~ f (/c). Donc J(/ 1 ) s'écrit comme 

E E ^E^^x^^j,^,/ 1 ) 

où £;) parcourt r^M 1 , y) x/C^(M, S 1 ). En décomposant selon {7 G y)} (rappelons 

(|24p ) et en regroupant cette somme, on arrive à 

E^Ef E ^E^^^x^))^,/ 1 ). 
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En se rappelant la définition d'admissibilité, on voit que les 7 pour lesquels il existe fl G 
r e ii(M 1 , V) avec : 7) 7^ satisfont à la condition de la Définition 15. 2. 3} donc a (7) est 
défini et égal à l'expression dans la parenthèse. Cela permet de conclure. □ 

Remarque 5.2.6. La possibilité V = S n'est pas exclue. Dans ce cas-là, on pose K{MY) = 
/C^(M, S) = {*}, p, x k = fl et r^i*) = 1 si G = M, sinon r G j(*) = 0. Les arguments ci-dessus 
demeurent valables avec cette convention. 

Proposition 5.2.7. Les coefficients a G {^f) sont indépendants du choix de S. 
Démonstration. Observons tout d'abord que 

pour toute / anti-spécifique, tandis que les coefficients ont l'équivariance opposée 

a°(£j) = ea G (j), s G p m 

d'après le Lemme [5.2.1l et la Définition 15.2.31 Ces propriétés d'équivariance permettent de mon- 
trer que lorsque G/Zq est anisotrope, les a G (-) sont déterminés par la distribution spécifique 
f 1 h-> «/(Z 1 ), qui est bien sûr indépendante de 5. 

On raisonne par récurrence et on suppose que a L {-) est indépendant de S, pour tout L G 
C{Mq), L 7^ G. Les distributions f 1 h-> J^(7, Z 1 ) sont indépendantes de 5. Vu le Théorème 
15.2.51 la distribution 

Ço ô (7)Jô(7,0 

7 

l'est aussi. Or Jq(j, •) n'est que l'intégrale orbitale invariante anti-spécifique. On raisonne comme 
dans le cas G/Zq anisotrope pour montrer que a G {^y) est déterminé par J, d'où l'indépendance 
cherchée. □ 

5.3 Le développement spectral fin 

Tout d'abord, on rappelle le développement spectral fin obtenu dans [22]. Soit f 1 G H— (G, j4g,oo)- 
On décompose 

^(/ 1 ) = E J *(/ 1 ) 

t>0 



ou 



Mf 1 ) '■= J xU l ) (somme finie). 



X6* 
||ImK)=t|| 

Ici X = X G est l'ensemble des données cuspidales automorphes et u x est essentiellement le 
caractère infinitésimal associé à x- On renvoie à [2U\ §6] et [22] pour les définitions précises. 
Le paramètre t est introduit pour des raisons de convergence absolue ; on le discutera dans la 
Remarque 15.3.31 

Étant donné t, on définit des ensembles de représentations unitaires spécifiques de G 1 : 

ndiscA-tG 1 ) := ndise^G 1 ) n IMG 1 ), 
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où IldiBctCG 1 ) et ^(G 1 ) sont définis dans [22} §7]. On a n disc> i -(G 1 ) C Ut-ÇG 1 ). Comme dans 
£ )2,3|, on préfère de regarder les représentations de G 1 comme des représentations de G telles 
que Ag,oo opère trivialement. 

Soit P = MU G T(Mq). On note L^ sc (Am, oo M (F)\M) la partie discrète de la représentation 
Rm de M sur L 2 (Am,ooM(F)\M). Plus généralement, on considère aussi sa variante tordue 
par A G a* M>c . 

(26) L2. sc (A M ,ocM(F)\M) ® e <^M(')> . 

Soit À G î(a^)*. On désigne par ^pdisct(^) ^ a représentation intersection de la t-part de 
L 2 (Ag : ooG(F)\G) et l'induite parabolique normalisée de ([26]) . Dans [221 §7], on a défini les 
coefficients discrets 

a dLc(^")> # e n disCit -(G 1 ). 

Il sera commode de poser 

(27) «disc^A) := adLc(^)> * G IW-^G 1 ), A G 
Les coefficients discrets sont caractérisés par l'égalité 

( 28 ) E E IdetCl-^la^rHr (m p|p ( s , 0)X pdisct (0, J 1 )) 

MeC(Mo) 1 1 sgW G (M) rcg 

E a L(^)trvr(/ 1 ) 

où 

- P G V(M) est arbitraire ; 

- Mp|p(s,0) est l'un des opérateurs d'entrelacement fournis par la théorie des série d'Ei- 
senstein [22], §5]. 

C'est une somme finie si l'on fixe un ensemble fini T des if-types et f 1 G 'H--(G 1 )r- 

Fixons P = MU. Les opérateurs suivants forment l'ingrédient crucial du développement 
spectral fin 

(29) J Q (P,X,A):=M QlP (X)- 1 M QlP (X + A), Q G P(M), 

où À, A G ia* M et Mq\ p est encore l'un des opérateurs d'entrelacement fournis par la théorie des 
série d'Eisenstein (dans [22], on les note Mq(P, A, A)). Ils forment une (G, M)-famille à valeurs 
dans les opérateurs d'auto-entrelacement de l'induite parabolique normalisée de (f26|) . 

Soit tt G Ildisc,t,-(-^ 1 )) identifiée à une représentation de M comme précédemment, on note 

(30) J Q (P, tta, A) := Jq{P, A, A) restreinte à 1 p (tt x )- 

D'après la théorie de (G, M)-familles, on en déduit l'opérateur d'entrelacement Jm{k\,P). 

Définition 5.3.1. Soient P = MU, tt, A comme ci-dessus. On suppose de plus que A G i(a^)*. 
Pour f l G %--{G, Aa,oo): on pose 

Zp(iï\, f 1 ) := j / 1 (x)Z p (vr A ,x)dx, 

G/Ac,ac 

Jm^xJ 1 ) :=tr (jM{*\,P)M*\,h) , 
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qui sont bien définis. En fait, la trace se calcule sur un espace vectoriel de dimension finie et 
Jj^i'ïïx,/ ) est indépendant du choix de P G V(M) : il suffit de reprendre la preuve du cas 
local |21|, Lemme 5.7.1] et utiliser l'équation fonctionnelle pour les opérateurs d'entrelacement 
globaux Mq\ p {-). 

Le développement spectral fin s'énonce comme suit. 

Théorème 5.3.2. Soient t > 0, f 1 G H- (G, A Gj0O ). Alors 

J *(/ 1 )= E TSRT] E / 4sc(^)J Z (vr A ,/ 1 )dA 

LeC(M ) 1 o 1 * G n disc , t ,_(Li) i(a G } « 
comme une intégrale absolument convergente. 

Démonstration. Le point de départ est [221 Théorème 6.9] qui donne 

«V E l 3\ s S E |det(1 - s|0 "' )rl 

LeC(M ) 1 1 MdC L {M Q ) 1 1 s€W^(M) reg 

Y, j tr (j L ( J P,A)Mp| P ( S ,0)Z pdisCit (A,/ 1 u) dA 

<5-en unit ,_(M 1 ) j( a G)* 

comme une intégrale absolument convergente, où P G V(M) est quelconque. La représentation 
Ip disc t (\)â est la i-part de l'induite de la composante <x-isotypique de (|2"6"j). L'expression tr (• • • ) 

est indépendante de P d'après [221 Corollaire 6.10]. L'opérateur Jl(P,X) (avec A G i(a^)*) se 
déduit de la (G, L)-famille 

(31) VQ G V(L), J Q (P,X,A) := J R (P,X,A), où R £ V(M),Rc Q est quelconque. 
Cf. [2Ô1 §4.2]. 

On fixe M C L et un sous-groupe parabolique R L G V L (M). Rappelons qu'avec ces choix, il 
y a une application V(L) — > V(M) envoyant Q G V{V) sur l'unique élément R = Q(R L ) G V(M) 
vérifiant R C Q et Rd L = R L . Plus explicitement, Q(R L ) est un produit semi-direct 

Q{R L ) = R L U Q . 

Dans ce qui suit, on fixe Qo G V(L) et on suppose que P = Qo(R L ). 
Soient s G W L (M) reg , A G i(a ( [)*, considérons l'opérateur 

(32) J L (P, X)M P \p(s, 0)Xp jt (A, f 1 )- 

En induisant par étapes, Mp|p(s, 0)Xp t (X, f 1 ) s'identifie àlg^M^i^^O)) composé avec 
1q o t (X, f 1 ). D'autre part, pour calculer la trace de (f32j) . il suffit de regarder l'action de Jl{P, A) 
sur les espaces de la forme Iq^tc) où tt G 11^^ _ (L ), cf. la définition de TLdisc,t,-(L )• Dans 
la description flïïll) de la (G, L)-famille {Jq(P,A,A) : Q G P(L)}, on peut prendre R G 7>(M) 
de la forme R = Q(R L ). Montrons le fait suivant (cf. [5, pp. 520-521]) 

Afp,p(A + A) = M Q{RL)mRL) {X + A) = M Q{Qo (X + A) sur X^tt), 

où A g ia* L . 
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En effet, la description de Q h- > Q(R L ) montre que Sq( K l) est l'union disjointe de et 
Sq ; idem pour Qo(R L ). Donc 

Soit /i € c tel que 

(Re(/i),a v )>0, aG£ r Q ed n(-£g d ). 

Notons U le produit direct des sous-groupes radiciels {U a : a G Sq H (— Eq)}. D'après l'iden- 
tification explicite de l'induction par étapes, M r i p (/j,) restreint à Xq (tt) est égal à l'opérateur 




Or cela s'identifie à Mq\q {^). L'identification en fi = A + A en résulte par prolongement 
méromorphe. 

Maintenant, en réfléchissant sur (|28p . on voit que la somme correspondant à L dans Jt(f ) 
vaut 

j a di S c(^"A)^(vrA,/° 1 )dA, 
^en disCit ._(L 1 ) j( G)* 

ce qui achève la démonstration. □ 

Remarque 5.3.3. Le Théorème 15.3,21 donne une expression pour J(/ 1 ) = ]Ct>o Jt(f ) comme 
une intégrale itérée. C'est déjà observé dans [22] que, vu les arguments de [16], cette intégrale 
est probablement absolument convergente, donc les indices t sont probablement évitables. Ce- 
pendant nous ne poursuivons pas cette question dans cet article. 

Vu cette simplification potentielle, on ne parlera pas de la majoration de convergence par 
multiplicateurs d'Arthur [ÏQj pp. 199-200] et §6]. Le lecteur peut reproduire ces majorations 
en reprenant ses arguments. 

5.4 Paramètres spectraux non ramifiés 

On fixe t > 0, un ensemble fini de places V D V Iam de F, et on définit 
C-(G V ) := {c G H_(G ) : c est non ramifiée }, 
n disCjt) _(G' 1 ,y) := {tt G n_(G^) : 3vr G n discA _(G' 1 ) tel que vr y = vr}, 

C<L,-(G9 := {c G C_(G V ) : 3tt G ïl^t^G 1 ) , A G i<£ tels que (vr A ) y = c}. 

On prendra garde que les définitions de Ildi S c,t,-(G' 1 , V) et C^ isc _(G) ne sont pas symétriques : 
C-(G V ) et C^ isc _(G) admettent une za^-action c i-> c>, mais ILji sc ,t,-((j , ^0 ne l'admet pas. 
De telles définitions s'appliquent également aux sous-groupes de Lévi de G. 

Soient M G C(M ), c G C_(M y ) et A G a* MjC . On peut définir c A G C_(M V ). Rappelons que 
dans [211 §3.4], on a construit les facteurs normalisants faibles non ramifiés en une place v ^ V 

rQ\p(cv,\), P,Q£V(M). 

Lemme 5.4.1. Soit c G C^ isc _(M). Pour tous P, Q G V{M), le produit infini 

r Q\p(c\) ■= II ^IqKa) 

esi absolument convergent si (Re(A),a v ) S> pour toui a G Xp d , et définit une fonction 
méromorphe en A. De plus, rQ\ P {c\) ne dépend que de la projection de A sur (a^/ C )*- 
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Démonstration. C'est loisible de supposer qu'il existe b G Ildisc t -(M 1 ) ayant la décomposition 
b = a <g> c. On a démontré une assertion similaire dans |22l Lemme 6.1] pour le facteur 

(33) r Q \p{à x ) := \[ r Q \ P {a Vt x) • r Q \p{cx) 

en choisissant des facteurs normalisants rq\p(a V} x) pour u G V. Fixons v G F. Selon [2T| 
Définition 3.1.1], la fonction À i— » î'q|p(o'i.,a) est méromorphe et a^. c -invariante. Les propriétés 
(R4) et (R6) dans op. cit. entraînent qu'elle est inversible pourvu que (Re(À),a v ) S> pour 
tout a G Y7p A . L'assertion en résulte. □ 

Remarque 5.4.2. Pour les groupes réductifs, les facteurs rgip(c) s'expriment en termes des 
fonctions L partielles. On s'attend au même phénomène pour certains revêtements. Malgré 
l'importance de cette interprétation en pratique, on n'en a pas besoin dans cet article : il suffit 
d'extraire ses propriétés analytiques à l'aide des opérateurs d'entrelacement globaux. 

Pour c G C^ SC _(M), on introduit la (G, M)-famille 

(34) r Q (k,c):=r m (c)-\ m (cA), Q G V(M),A G ia* M . 

La théorie des (G, M)-familles fournit alors la fonction méromorphe en A G a* M c 

Hêt(ca). 

Afin de passer au cas adélique, considérons la situation suivante. On suppose que b = a ® c 
pour un certain b G Ildisc^,- (M ) et a = by. En utilisant les facteurs normalisants adéliques 
(f33]) . on définit les avatars rq(A,a\) et tq(A, b\) de tq(A, c a ), qui vérifient 



(35) r Q (A,b x ) = r Q (A,ax)r Q (A,c x ). 

On définit ainsi ?m(<7 A ) et r^(cr A ). 

Fixons P G V(M). Dans |22| on considère une autre (G, M)-famille 

r Q (A,b x ,P) := r Q | P ((JA)- 1 rQ|p( ( 7 A+ A), Q G V(M). 
On introduit la (G, M)-famille ^q(A, <r A ,P) de sorte que 

(36) rQ(A,<j A ) = î / Q (A, ( 7 A ,P)r Q (A, ( 7 A ,P). 

Soient L G C(M), Ql G V(L). Toutes les (G, M)-familles en vue sont des familles radicielles 
considérées dans [2 §7]. En particulier, [21 Corollary 7.4] affirme que v^{- ■ ■ ), etc., ne dépendent 
pas du choix de Ql- On les notera z^(- • • ), etc. On a 

^(a A ,P) := lim V ^ Q (A,(T A ,P)^ nL (A)- 1 . 
A^O ' — » 

QeV{M) 
QcQ L 

A priori, c'est défini pour À en position générale. 
Lemme 5.4.3. Avec les conventions précédentes, on a 



pour tout L G C(M). 



1, si L = M, 
0, siL^ M, 
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Démonstration. On définit la (G, M)-famille 

(37) fx Q (A, & x , P) := Mq|f(<ta)"Vq|p (^ a+ a) , Q G V{M) 



2 

avec 

(38) »Q\p{à\) ■= (r Q \p{àx)rp\Q(àx))~ . 

Comme pour vq{A, à\, P), on en déduit iijfa(â\,P) pour A en position générale. Montrons que 

(39) vh(à x ,P) = f i L M (àx,P)- 

On adapte les arguments pour [91 Lemma 2.1] au cadre adélique. On pose 

c Q (A,â x ,P) := {rQ\p(o L x y 1 r Ql p(âx + A)) 1 (r Q \p(èx)r Q \p (à x 
v Q (A,&x,P) ■= ^qiq(o-a) _ V Q | (<j a+ a ) r Q]P {crxfrQ\P (<x a+ a 



On vérifie que uq(A, à x ,P) = cq(A, à x , P)vq{A, à\, P). La formule de descente [201 Corollaire 
4.2.5] dit que 

Lie£i(M) 

En appliquant [21 Corollary 7.4] à la (G, M)-famille radicielle cq(A,â\,P), on voit que 
c^(â\,P) est un polynôme homogène de degré dimo^ en les dérivées c' a (0), où on pose 

d a : C — > C telle que d a ({A, a v )) = r a (<7A), 



C«(t) := (daCO)- 1 ^^))" 1 (d a (0)d a Q 



Ici r a (âx) = Y\ v r a (à Vj \) provient des facteurs normalisants locaux r a satisfaisant à rq\p{- ■ ■ ) = 

ria6S^ d nE^ d r "(" ' )• 

On vérifie aisément que c' a (0) = pour tout a (le rôle du facteur | y est assez visible). Donc 

Vm{°x,P) = Vm{p x ,P)- 

Rappelons que Vq\q = fQ\pfp\Q et r P \p = rp\Qrg\p. Ces identités permettent d'écrire 
ÛQ(A,âx, P) comme le produit de 

r p\p(°\)~ lr p\p (<^a+a) et hq(A,& x ,P)- 

Le premier terme est indépendant de Q et tend vers 1 quand A — > 0. Il en résulte que 
û^j(âx,P) = Mm(^A)-P)) ce qui démontre ([39j) . 

Enfin, montrons que (|39p entraîne l'assertion du Lemme. Pour cela, nous avons besoins 
des résultats de [22, §6]. C'est loisible de supposer que À est en position générale. Notons 
Rp\ç>(- • • ) l'opérateur d'entrelacement normalisé global et multiplions les deux côtés de ([38]) par 
(RQ\p(âx)Rp\Q(àx))~ 1 , qui vaut l'identité. Le côté à droite devient (MQ\ P (âx)M P \Q(àx))~ 1 , ce 
qui vaut aussi l'identité d'après l'équation fonctionnelle des opérateurs d'entrelacement globaux. 
Il en résulte que a*q|p(o"a) = 1 pour tout A, ce qui permet de conclure. □ 

Lemme 5.4.4 (Cf. [10\ Lemma 3.2]). Pour M,c comme ci-dessus, À i— > rfj(cx) est analytique 
sur ia* M et vérifie 

3N tel que j rjfr(c A )(l + \\M\)~~ N dA < +oo, 

*(»£)* 

où II ■ Il est une norme euclidienne sur i(a^j)*. 
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Démonstration. On suppose toujours que a = a <X> c pour un certain à G II ( ji SCj<) _(M 1 ). Vu les 
identités ([35]) . ([36)) et la formule de descente, le Lemme [5.4.31 donne 

Y, d G M {L u L 2 )r L h }{a x )r L h }(c x ) = r G M {â x ) = r G (â x ,P). 
L!,L 2 £C(M) 

Le seul terme à gauche avec L 2 = G est r G f(c\). On a démontré dans [221 Théorème 6.3] 
que r^-((T A ,P) vérifie les propriétés du Lemme. Par récurrence, il en résulte que r^(c A ) est 
analytique en À G ia* M . Il reste à établir la majoration. 

Prenons N = Ni + N 2 . A l'aide de l'isomorphisme 

ia* M ~ m M ia M G 



Î0 G «La îa L 2 



si ^(L!,L 2 )^0, 



l'intégrale dans l'assertion est majorée par la somme de 

|r^(<T A ,P)|(l + ||A||)- Jv dA 



*(<%) 



et 



^^(L!,L 2 ) | |r^(a A )|(l + ||A||)^dA. | |»&(c A )|(l + ||A||)-^ dA, 



où L\,L 2 € £(M) sont tels que L 2 / G, a G j = © o^|, puisque sinon d^^Li, L 2 ) = 0. 

On vient de remarquer que l'intégrale contenant r^-(<r A , P) est finie. Les intégrales contenant 
rjrf(c\) sont aussi finies par récurrence. Donnons une esquisse pour la majoration de r^(er A ). 
Cf. p. 10]. On raisonne en plusieurs étapes 

1. Rappelons que r^(cr A ) se déduit de la (G, M)-famille 



r Q (A,a x ) =r QlQ (ax) l r Q \ Q (^ a+ a) = ]J r a (a x ) l r a (a x+ ± 

où Q S V(M), A G i(a^ 7 )*. C'est une (G, M)-famille radicielle scalaire considérée dans 
§7]. On renvoie à [2B §3] pour les définitions précises des termes ci-dessus. 

2. La formule Corollary 7.4] donne 

= E mes ( a M/ ZF M) II ^(ca) _1 ^((7 A ) 

où F parcourt les sous-ensembles de S^ d , l'ensemble de racines réduites restreintes à om, 
tels que := : /3 € F} est une base de a\j. Expliquons les notations : 

- signifie la projection de f3 v sur ûm, 

- I'F'm signifie le réseau engendré par F^, 

- pour a et X fixés, rp ^c a+ a^ ne dépend que de (A,/3 V ) ; on la regarde donc comme une 
fonction en iR puisque A est supposé imaginaire, ce qui permet de parler de la dérivée 
rp. 

3. Comme dans [H pp. 1329-1330], ladite formule nous ramène au cas où M est un Lévi propre 
maximal dans L\. Notons ±a les éléments dans S^ d . Il y a exactement deux possibilités 
pour F : F = {a} où F = {—a}. On regarde r± a comme des fonctions en A G ïR. Alors 
f-a(A) = r a (X) pour tout A € d'après [21, Définition 3.3.1 (R2)]. Il reste donc à 
majorer Re(r a (A) _1 rQ,(A)). 
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4. Comme r^(a Vj \) est analytique pour À imaginaire en chaque v G V (c'est Corollary 
2.4]), on sait que rjj(a v> \) est bornée pour v non-archimédienne. On se ramène ainsi au 
cas V = Voq. 

5. D'après la construction des facteurs normalisants archimédiens |21[ §3.2], on sait que r a (A) 
est un produit des fonctions de la forme T(a\ + /3) ±x à une constante multiplicative près, 
où a G M, (3 G C. On se ramène ainsi à la majoration de la dérivée logarithmique de la T 
dans un domaine de la forme 

A = A(ai, a,2, b) := {z = a + it G C : a\ < a < ai, \t\ > b}, ai, «2 € M, 6 G M>o- 

6. Prenons un autre domaine A + = A{a' 1 ,a' 2 ,b') D A avec a[ < ai, a 2 < a' 2 et < b' < b. 
Posons 

5{z) := lo g r(z) - Uz-^)logz-z \ , ze A + . 

C'est une fonction holomorphe sur A + ; il y a un choix de log sur A + , mais peu importe. 
La formule de Stirling fournit une constante C telle que \ô(z)\ < C pour z G A + . D'après la 
formule intégrale de Cauchy, on en déduit une nouvelle constante C telle que < C 

pour z G A. Puisque la dérivée de (2 — 5) log z — z est évidemment à croissance modérée en 
la partie imaginaire de z G A, on en déduit la même propriété pour la dérivée logarithmique 
de T. La majoration cherchée pour A ^ Re(r a (A) _1 r a (A)) (A G iR) en résulte. 

□ 

5.5 Compression des coefficients spectraux 

Soient t > 0, V D V Tlim comme précédemment. Soit M G £(Mq). Rappelons que les éléments 
de Il_(My) sont regardés comme des représentations de My sur lesquelles Am,oo opère trivia- 
lement. On pose 

nf sc , f ,_(M,y) := {<J\ : cr G IW^M 1 , V), A G i(a&)*} C n unit ,_(M y ). 
Étant donnés P G V(M) et ci G t _(M, V), l'induite parabolique normalisée 

o G := Zp(cr) 

est une représentation unitaire de longueur finie de Gy sur laquelle Aq^ opère trivialement. 
Pour 7r G n_(Gy) 3 on pose 

(a G : 7r) := la multiplicité de ir dans a G . 

On définit 
(40) 

n ti _(G\T0 := G n unitj _(G^) : 3M G £(M ),<x G Il£ cA _(M,F) tels que (a G : vr) ^ 0} . 

Adoptons la convention suivante : une fonction h : ILt—(G ,V) — > C se prolonge par zéro 
à II un i ti _(GV), puis par linéarité aux représentations unitaires spécifiques de longueur finie de 
Gy. 
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Définition 5.5.1. On définit une mesure sur 11^- (G 1 , V), notée abusivement par ir i— > aP(ir) dix 
(à expliquer dans la remarque suivante), telle que 

(41) j h(ir)a G (tt) dvr = 
n t ,-(G\V) 

\W M \ f 
E E / oâtac(^®c A )râ(c A )A(^)dA, 

^SC,,,-W M 

si /i : lit - {G 1 , V) — > C induit une fonction 

/i': □ n unit ,_(M y )^C 
Me£(M ) 

par /i'(cr) = h(a G ), qui vérifie 

- pour tout M, il existe un ensemble fini r de K n My-types tel que /i'(cr) = si ci ne 
contient pas de K n My-types dans T ; 

- pour tout M, la fonction À h-> h'(a\) est à décroissance rapide sur i(o^)*. 

Pour de telles fonctions /i, la convergence de l'intégrale ci-dessus en (a, c, À) résulte du Lemme 
[5X41 et de [221 Proposition 7.4]. 

Remarque 5.5.2. Cette notation suggère que l'on puisse bien définir le symbole tt h4 cl g {tx) (le 
"coefficient spectral") comme une certaine dérivée de Radon-Nikodym de notre mesure. C'est 
ce qu'Arthur fait dans [TOI §3], pour l'essentiel. Nous n'abordons pas ce point de vue. Cette 
notation est adoptée seulement en raison de compatibilité. Pour la même raison, on écrira aussi 
J a G {Tï)h{iï) d7r au lieu de f h{ir)a G (ir) àir. 

Proposition 5.5.3. Soit f 1 G H-(G V , A Gj0O ), on pose f 1 := ff K v G H-(G,A Gi00 ). Pour 
tous M G C(M Q ), A G i(a%)* et 

â = a®c, ae IldiflcA-CM 1 , V), c G C£ SCi _(M), 

on a 

LeC(M) 

où Jj^(a^, •) est le caractère pondéré défini par rapport à la donnée centrale (Ag :00 , clg) de Gy . 

Démonstration. Reproduisons les arguments dans |10[ pp. 207-208]. Bien évidemment, il faut 
comparer les (G, M)-familles définissant les caractères pondérés locaux et globaux. Fixons P G 
V(M). Au vu de la définition de / , il suffit de regarder leurs actions sur l'espace 

Zp(o~\) ® (^)( le vecteur sphérique en v). 

On définit une (G.M)-famille 

r Q (A,c x ,P) := r Q \ P {c x )- l r Q \ P {c x+K ), Q G V(M),A G i(a&)*. 

D'après la construction des facteurs normalisants non ramifiés, l'opérateur ^Tq(A, â\, P) 
défini dans ([30]) agit sur le produit tensoriel des vecteurs sphériques en v £ V par le scalaire 
rç(A, c\,P). Il en résulte que 

J Q (A, â x , P) = r Q (A, c x , P)»q(A, <j x , Py l M Q (A, a x , P), 
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soit encore 

(r (A, c x , P)mq(A, c à , F)) AÏ Q (A, <r A , P) 
d'après l'équation fonctionnelle des opérateurs d'entrelacement globaux, où 

p Q (A,c x ,P) := Yl fJ-Qlpicv^y 1 Hq\ p (c^a+a) • 

On a déjà observé la convergence absolue de ce produit infini dans (f37"|) . 
Notons 

p Q {A, c x ,P):= r Q (A, c A , P)/iç(A, c A ,P), 

qui est encore une (G, M)-famille. Ici encore, les (G, M)-familles scalaires en vue sont toutes 
radicielles au sens de [2j §7]. Soit L G C(M), on choisit Ql G V(L) pour définir les (L,M)- 
familles (• • • ), etc. D'après |2, Corollary 7.4], r^ L (- • • ) ne dépend pas du choix de Ql donc 
c'est loisible de les noter r^(- • • ), etc. 

Appliquons maintenant la formule de descente [20, Lemme 4.2.7] à la (L, M)-famille déduite 
de pq, ce qui donne 

p L M (cx,P) = Y d L M {Li,L 2 )r L ^{cx,P)^{cx,P). 

Li,L 2 e^(M) 

D'autre part, comme dans la démonstration du Lemme [5.4.31 on définit une (G.M)-famille 
radicielle vq{A, cx,P) vérifiant 

r Q (A,c A ) = u Q (A,cx,P)r Q (A,cx,P). 

Alors la formule de descente donne 

r L M {cx) = Y dULi,L 2 )r^(cx,P)u^(cx,P). 

Une variante du Lemme 15.4.31 dit que v^{c\,P) = 1 si L 2 = M, sinon il vaut zéro. 
D'où pjtf(cx,P) = ?*m( c a)- En effet, la démonstration s'y adapte sans modifications. Appli- 
quons la version j2ÔJ Corollaire 4.2.5] de la formule de descente au produit des (G, M)-familles 
Pq{A, cx, P)Mq(A, <jx, P), alors des arguments standards (cf. la preuve de [H (7.8)]) entraînent 

Jû(*\J 1 )= Y pm^^j-Mj 1 ) 

LeC(M) 

= Y r L M (cx)J L {alf l ). 

LeC(M) 

Cela permet de conclure. □ 
Théorème 5.5.4. Soit t > 0. Pour tout f 1 G H~(G V ,A G . ooj, on a 

où J l (tï, 0, •) est le coefficient de Fourier en X = du caractère pondéré de tt défini par rapport 
à la donnée centrale (Ac <0 o,Q-g) de Gy. 
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Démonstration. Notons tout d'abord que l'application h : ir i— > J^i^t 0, J 1 ) vérifie les conditions 
dans la Définition 15.5.11 avec L au lieu de G. La condition concernant le support de h est 
évidente. Quant à la décroissance rapide de A \- > J^(aj^, 0, f 1 ), c'est contenu dans le sens facile 
du Théorème 14.3.11 (voir aussi la Définition 13 . 2 . 2 1 de l'espace de Paley- Wiener), ce qui ne dépend 
pas de l'Hypothèse 13.3.21 Ceci justifie l'intégrale dans l'assertion. 

Rappelons le Théorème 15.3.21 qui fournit le développement pour </*(/) 

\W M \ f 
E WGT E / alci^Jû^f 1 )^ 

MG£(M ) 1 1 âen disCjt ,_(Mi) i(n G ) , 

où f 1 := ffiçv. À cause de la présence de f^v, on peut se limiter aux représentations à de la 
forme 

à = a ® c, ae U discA _{M\V),c S C^ SCj _(M). 
Appliquons la Proposition 15.5.31 aux J^(<7 A , f 1 )- On obtient donc 

v \w L \ v \W M \ 

LeC(M ) 1 1 M£C L (M ) 1 1 

E E / a£cK®c A )ri f (c A )J z (^,/ 1 )dA. 

<xen disc , É ,_(M\xo cecl sc _(M) i{a c r 

La somme portant sur c est finie pour a fixé. On observe que a^ sc (a\ ® c A ) et rjj^(c A ) sont 
invariants par la translation AhA + AoùAg i(a^)*, cf. (|2"7|) . L'intégrale sur z(a^)* se 
décompose en celle sur (A, A) G i(a^)* © i(a^)*. On arrive à 

y- Ml y- l^çf! V 

^ |Wn G | ^ \Wk\ ^ 
LeC(Mo) 1 u 1 MeC L {M ) 1 1 -en d i 8C)t ,_(Af 1 ,V) 

/ E °£k(*a®ca>&(c a ) I J J^a^J 1 ) dAdX. 

L'intégrale en A donne «/^(vr, 0,/ 1 ). Pour conclure, il reste à rappeler la Définition 15 . 5 . 1 1 de 
la mesure sur Tl t -(L l , V). □ 

6 La formule des traces invariante 

Dans cette section, on conserve les mêmes conventions dans $5] sur G, K, Mq, K et les 
mesures. De tels choix permettent de bien définir la distribution dans la formule des traces 
grossière pour G, notée J : H-~(G, Aq^oo) — > C. On fixe un ensemble fini de places V D Vram et 
on suppose vérifiée l'Hypothèse 13.3.21 ce qui permet d'utiliser les résultats dans Égl 

6.1 Distributions invariantes globales 

Rappelons que la distribution J admet une décomposition J = J2t>o Jt selon la norme de 
caractères infinitésimaux des données automorphes cuspidales. 



48 



Rappelons aussi que l'espace ~H--(Gy, Ac t oo) se plonge dans H- -(G, A^oo) par 

f 1 — > Z 1 := f x f K v 

où /^v est l'unité de l'algèbre de Hecke sphérique anti-spécifique hors de V. On en déduit une 
distribution J : %--{Gy, Ag,oo) — > C, donnée par J(/ 1 ) := Jif 1 )- 

L'énoncé suivant donne la formule des traces invariante que l'on cherche. 

Théorème 6.1.1 (Cf. Proposition 2.2 et Proposition 3.3]). Pour tous L G £(M ) et t > 0, 
z/ existe des distributions 

I L ,I t L :H~(L V ,A L>00 ) 

soni invariantes et supportées par I7i--(Ly, Al i00 ), telles que si Von note I := I G , It := if , 
alors 



( 42 ) /(/ 1 ) = ^(/ 1 )- E L^(4(/ x ))> 

L+G 

\\uL\ - 

(43) w 1 ) = Mf 1 ) - e yê-fi^ïu 1 )), 

L&C G {M ) 1 1 
L^G 

(44) /(/ 1 ) = E^A 

(45) /(/ 1 )= E S E ^wiMa/ 1 ), 

Afe£ G (J\/ ) 1 1 7er(M\vo 

ImMl /■ 

(46) It(f l )= E / aPWàMf 1 )** 

Mecc {Mo ) I o l nti _ ( ^ 1]V) 

pour tout f 1 € (Gv,Aq iOQ ), où I^Cy, •) et I I ^(ir,-) sont les distributions invariantes intro- 
duites dans ^7] définies par rapport à la donnée centrale (Ac t00 , ac) de Gy. Toutes les intégrales 
sont absolument convergentes. 

Les mêmes identités sont satisfaites si Von remplace G par un élément quelconque de C g (Mq). 

Évidemment, lesdites identités déterminent les distributions I L et 1^ . La définition de cf>\ 
se trouve dans £14.61 



Démonstration. Lorsque G est anisotrope modulo le centre, on prend tout simplement / := J et 
It := Jt- Raisonnons par récurrence et regardons les identités ()42p et (|43p comme les définitions 
de I et It- Il faut vérifier que les autres identités sont satisfaites et que /, It sont invariantes et 
supportées par IH--(Gy, AQ tOQ ). 

D'après l'hypothèse de récurrence et le fait J = J2t ^ 6H) es t satisfaite. 



49 



Montrons (|45p . On a 

m ■■= ju 1 ) - E & £ (4(/ l ))= E S E ^(^(t,/ 1 ) 

Le£(M ) 1 1 MeC(M ) 1 1 îeT(M\V) 

- E il E wzr E «*B^tt.^(/')) 

LeC(M ) 1 1 MeC L (M ) 1 1 nfelïMSV) 



IW M I 

Me£(M ) 1 u 1 7er(Ml,V) 



^(x/ 1 )- E 4^ 4c/ 1 )) 

. Le£(M) 

M£C(M ) 1 1 ^. e r(M 1 ,y) 

où on a utilisé le Théorème 15.2.51 l'équation ()45|) pour L et la Proposition 14.6.21 La convergence 
absolue provient du Théorème 15.2.51 

On établit (|46|) de la même façon, en utilisant le Théorème 15.5.41 et l'équation (|46p pour le 
côté spectral. 

Vu les développements (j4"5]) et (fi!)]) , les distributions /, It sont toutes invariantes et sup- 
portées par I'H a , c (Gv,A Gt00 ) car Ifyipfi ■) et i^(7T, 0, •) le sont d'après les résultats de £ 14.51 Cela 
achève la démonstration. □ 

6.2 Identités supplémentaires 

Dans cette sous-section, on donnera des variantes des développements (|45|) et (|46|) . Ils 
réconcilient des énoncés différents de la formule des traces invariante. 

Théorème 6.2.1. Fixons (A, a) une donnée centrale de Gy . Soient f A G "H-~(Gy,A) et f 1 G 
%--{Gy, Ag,oo) la fonction déduite de f A par la Proposition \3. 77jl On regarde I et It comme 
des formes linéaires sur H--(Gy, A) en posant I(f A ) = Iif 1 ), h{f A ) = hif 1 ), pour tout t > 0. 
Alors on a 



i{f A ) = Y,w\ 



t>0 

tM\ 



W A ) = E WGT / « A V) / lM^,X,f A )dXd7r, 

où les distributions locales • • ) sont définies par rapport à (A, o). 

En pratique, on l'applique souvent au cas A = {1} pour se ramener aux distributions locales 
définies sans référence à données centrales. 

Démonstration. On a toujours A C Ag )0 o- D suffit donc d'utiliser le Théorème 16.1.11 et les 
propriétés données dans Hypothèses 14.5.1 1 et 14.5.51 (qui ne sont plus hypothétiques...) □ 
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Lemme 6.2.2. Soient f 1 G U-{G v ,A Gi00 ) et /t e 74c,-- (GV) son image sous l'inclusion 
naturelle. Alors on a 

'(/*) = E S E ^(7)^(7,^), 
MaC{M ) 1 1 jer^y) 

\W M \ f 

/ '(/ 1 )= E T^gT / a M (vr)/M(vr,0,/t )dvr; 
MeC(Mo) I o l nii _ (Al>v) 

où /es distributions !]&{'") sont définies par rapport à la donnée centrale triviale ({1},{0}) ; 
dont l'évaluation en f> est loisible car elles sont toutes concentrées en 0. 

Démonstration. Comme dans le cas précédant, cela résulte aussi des propriétés données dans 
Hypothèses 143711 et l4"331 □ 

Avant d'entamer le résultat suivant, rappelons que Gy = G v x Aq^oo- Donc le produit 
tensoriel algébrique 74- (Gy) C£°(Aq j00 ) se plonge dans de H--(Gy). 

Théorème 6.2.3. Soient f 1 G H- (Gy , A G>oa ) et f* G H-(G V ) ® C™(A Gt00 ) C H-{Gy) tels 
que 



Play -f l \ùy- 



Alors on a 



i(n-.=i(f 1 )= E S E ^w^n 

MG£(M ) 1 1 ^T{M\V) 
\W M \ f 

un ■■= w 1 ) = E wgj / aPwiaMn 

Démonstration. On désigne par p G Hoc — (Gy) l'image de f 1 par l'inclusion naturelle. On se 
ramène aisément au cas /* = (fi) b où b G C£°(a G ), 6(0) = 1. Puisque IjÇjij, •) (resp. 4^(71", 0, •)) 
est concentrée en 0, on a ^(7,/*) = Ify(^,P) (resp. 1^(^,0, f*) = 4^(71", 0, /T)). On conclut 
par le Lemme précédent. □ 

Remarque 6.2.4. On revient ainsi au point de vue adopté dans [5], pour l'essentiel, de travailler 
avec les fonctions /* qui se restreignent en f 1 sur Gy. 

6.3 Formes simples de la formule des traces 

Un élément semi-simple ô G G (F) est dit F-elliptique si a Gs = og ; la même définition 
s'adapte immédiatement au cas local, puis au cas des revêtements Gy (on passe à l'image par 

P)- 

Définition 6.3.1. Soient momentanément F un corps local et G — > G (F) un revêtement local. 
Une fonction / G %—(G) est dite cuspidale si tr7r(/) = pour toute induite parabolique 
propre ir. C'est équivalent à la propriété que I G (j,f) = pour tout 7 semi-simple régulier 
non-elliptique. 

Revenons au cas global. Une fonction test décomposable / = Iluey fv £ 74- (Gy) est dite 
cuspidale en une place v si f v l'est. 

Théorème 6.3.2 (Cf. [5] §7]). Soient f = Y[ v&v f v G H-{G V ), f H- f 1 H- f 1 = ff K v G 
U~(G). 
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1. Si f est cuspidale en une place, alors 

It(f)= £ ag^J^J 1 ) 

pour tout t > 0. 

2. Si f est cuspidale en une place v\ telle que tr ir Vl (f Vl ) = pour toute représentation ir qui 
est un constituant de lp(a), où P = MU est un sous-groupe parabolique propre de G et 
o 6 n unit -(M t , 1 ) } alors 

I t (f)=tv(R disc ^(f 1 )) 

où Rdisc,t- est la t-part du spectre automorphe spécifique de G. 

3. Si f est cuspidale en deux places, alors 

i(f)= £ ^mciïJ 1 )- 

7er(G 1 ,y) 

4- Supposons que 

- f 1 G %adm (Gy,A Gt00 ), l'espace défini par ([20]) ; 

- / est cuspidale en une place v\ ; 

- il existe une autre place v 2 G V telle que Iç(% 2 , f V2 ) = sauf si % 2 est semi-simple 
F V2 - elliptique (pas forcément régulier). 

Alors 

T(fi)- V mes(G 7 CF)A G|0O \G 7 (A)) f fU T -l^ Ar 
U } ~ GC(F i? on/ ■ IG^F) : Gl (F)) J i (X 1X)dX 

7eG(F) c b °"/conj G 7 (A)\G(A) 

où G(F)g[° n signifie l'ensemble des éléments F -elliptiques semi-simples dans G (F) qui sont 
bons en tant qu'éléments de G. 

Démonstration. La preuve est très similaire à celles dans [5j §7]. Donnons-en une esquisse. 

Montrons la première assertion. Comme dans op.cit, la cuspidalité entraîne que F^^tt, X, f) = 
pour tout M G et tout (tt, X). Donc 0, f 1 ) = d'après l'une des propriétés dans l'Hy- 

pothèse l4.5.1l Seulement les termes avec M = G survivent. Considérons ensuite des représentations 
de la forme tt = p G , où p € ^^^(L 1 , V) et À G i(al)*, L G C(Mq). Appliquons la cuspidalité 
encore une fois pour obtenir /^(/o^,/ 1 ) = si L 7^ G. L'égalité s'en suit d'après la Définition 
I5.5.1l et le fait que Jq(-k x c, f 1 ) = I^(tt, f 1 ) pour tout c G C-(G V ). 

La deuxième assertion résulte rapidement de la première. En effet, regardons (|28p . Dans le 
côté à gauche, la présence de f Vl annule tous les termes avec P ^ G. On retrouve donc la trace 
de .Rdisc.i ,-• 

Montrons la troisième assertion. Comme dans [3 p. 539], des formules de descente permettent 
de montrer que I ] ç I (z x f,f) = 0siM/GetzG ^g,oo- D'où f 1 ) = si M ^ G d'après 

l'une des propriétés dans l'Hypothèse 14.5.51 

Pour établir la quatrième assertion, on observe tout d'abord que / est cuspidale en v\ et 
V2- On a donc /(/) = ]T} 7 a (7)1^(7, f 1 ). La Remarque 15.2.61 dit qu'en prenant V = S, ce qui 

est loisible, on a a G (^) = 0^(7). Grâce au Lemme f5-2.lt on retrouve la partie /eiiC/ 1 ) définie 
dans (T22|) du développement géométrique fin. La distribution Idiif 1 ) est facile à décrire : d'une 
part, les coefficients a G (V, 7) se calculent à l'aide de la Définition 15.1.21 et du fait que % 2 est 
F V2 -elliptique et semi-simple; d'autre part, la (G, y) -équivalence se réduit à G(F)-conjugaison 
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pour les éléments semi-simples. Enfin, la condition d'admissibilité sur le support de / entraîne 
que si 7 € (G(F))^'^° n (confondu avec un représentant admissible), 7-^7 par (fTÏÏj) . alors 
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1 jx) dx, si 7 est bon dans G . 



G 7 (A)\G(A) 



On arrive ainsi à l'égalité cherchée. 
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